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大まかな話の内容

� 数論幾何学とゼータ函数

(代数多様体に付随するゼータ函数)

� 有限体について

� 合同ゼータ函数の定義とWeil予想

� 証明（の一部）と歴史や展望など
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数論幾何学の目的
||

有理数体Q上の代数多様体の研究

体· · · 加減乗除の定まった集合のこと
(有理数体Q, 実数体R, 複素数体C, 有理函数体C(x), etc)

体kの上の(非特異射影的)代数多様体Xとは適当な
有限個の多項式
f1(x1, · · · , xd), · · · , fm(x1, · · · , xd) ∈ k[x1, · · · , xd]

の共通零点集合として定まる“図形”で特異点のない
もの
(正確には更に張り合わせてコンパクト化したもの)

非常に粗い代数多様体の地図
小平次元

次元0
次元1 = 代数曲線 −∞ 0 1 なし
次元2 = 代数曲面 −∞ 0 1 2 なし

· · · · · · · · ·
次元n −∞ 0 1 2 · · · n

空間の次元または小平次元が大きくなるほど複雑で難
しくなる.
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k = Cでの代数多様体の具体例

1.代数曲線
まず, 複素数体C上においては

非特異射影的代数曲線 = コンパクトリーマン面

である.

コンパクトリーマン面S �→ 種数g

という不変量を考えられる. gの定義は

g := ２次元閉曲面としての穴の数

で与えられ,

小平次元−∞ 小平次元0 小平次元1
種数g g = 0 g = 1 g ≥ 2
という様子になっている.

2.射影空間Pn

Pnはアファイン空間An = Cn の非特異コンパクト
化として得られる. (An = Cn の非特異コンパクト
化は一意ではない)
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次のような胞体分割がある
Pn = An

∐
Pn−1

= An
∐

An−1∐Pn−2

· · ·
= An

∐
An−1∐ · · ·∐A1∐{1点}

Pnの小平次元は−∞ である.

3.アーベル多様体A
n次元アーベル多様体Aとは, 複素トーラスA = Cn/L
で与えられ(LはCnの階数2nの格子点のなす群),
ある射影空間に埋め込みA ↪→ PN があるもの.
(群構造をもつ非特異射影多様体としても特徴付けられる)
アーベル多様体のの小平次元は0 である.

4.フェルマー多様体F
(d)
n

次数dのn次元フェルマー多様体F
(d)
n とは

xd
1 + xd

2 + · · · + xd
n + xd

n+1 = 1

（のコンパクト化）で定まる非特異n次元多様体.
小平次元−∞ 小平次元0 小平次元n

次数d d ≤ n + 1 d = n + 2 d ≥ n + 3

という様子になっている (d = n+2のときがカラビ
ヤウ多様体と呼ばれるクラスに属する).

4



代数多様体のBettiコホモロジー

XをC上のn次元非特異射影代数多様体とする. こ
のとき特異コホモロジーと呼ばれるQ-ベクトル空間

Hi
Betti(X(C), Q) ∼= HBetti

i (X(C), Q)∗

が定まる (0 ≤ i ≤ 2n). コホモロジーは空間の複雑
さを表す代数的な量であるとも言える.

先に挙げた代数多様体の一部で例を与えておく
1. Xが種数gの代数曲線のとき

Hi
Betti(X(C), Q) ∼=

⎧⎨
⎩Q i = 0 or i = 2

Q⊕2g i = 1

となる.

2. Xが射影空間Pnのとき

Hi
Betti(P

n(C), Q) ∼=
⎧⎨
⎩{0} 0 ≤ i ≤ 2n odd

Q 0 ≤ i ≤ 2n even
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定義体が有理数体であることも難しさとなる. 例えば
有名な結果を思い出してみよう

フェルマー予想=Wilesの定理(1994)
p ≥ 3を任意の奇素数とする.
p次フェルマー曲線F

(p)
1 : x

p
1 + x

p
2 = 1のQ-有理点

F
(p)
1 (Q) (座標がQに入るF

(p)
1 の点) は(0,1)又は

(1,0)のみである.

Remark
1. 有理数体Qの上の非特異射影代数多様体X の有
理点X(Q)の分布にXの小平次元などの幾何的な情
報が影響することが知られている

2. X(C)の様子などは（X(Q)に比べて）簡単であ
る. リーマン面の構造が入り種数だけによって位相的
に分類される.

まとめ
⎧⎨
⎩ 有理数体の代数方程式の問題からくる微妙さ（数論）

代数多様体Xの幾何的な性質（代数幾何）

が絡んでいるところが難しさであり面白さでもあると
いえる.
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数論幾何の基本的な考え方

有理数体上の代数多様体X



(Hasse-Weil)ゼータ函数 ζX(s)

代数多様体Xに対してゼータ函数と呼ばれる“よい”
複素函数ζX(s)を定めることができ, Xの様々な性質
はゼータ函数に反映されている(と期待されている).
例えば, 次のようなことが予想されている.

予想 Aをアーベル多様体とするとき

A(Q)が無限⇐⇒ ζA(s)がs = 1で零点をもつ

かくして現在の数論においてはいくつかの性質をみた
す“ゼータ函数”と呼ばれる複素函数の族を研究する
ことが主要テーマとなっている.

以下一番簡単な(Hasse-Weil)ゼータ函数の例である
リーマンゼータについて振り返りたい.
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リーマンのゼータ函数ζ(s)とは次で定まる複素函数:

ζ(s) =
∑

n:自然数

1

ns

(複素平面C内のRe(s) > 1なる領域で収束)

ζ(s)の知られた事実と予想

1.オイラー積

ζ(s) =
∏

p:素数

(
1

1 − 1/ps

)

「オイラー積表示」
「ζ(s)はs = 1で１位の極」

=⇒「素数の個数の無限性」

2.函数等式
適当なガンマ函数をかけてξ(s) = π−s/2Γ

(
s

2

)
ζ(s)

とおくと, 次の函数等式がある:

ξ(s) = ξ(1 − s)

函数等式 =⇒ ζ(s)は複素平面全体に有理型に接続.
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3.リーマン予想
ζ(s)の零点は s = −2,−4, · · · ,−2n, · · · にの零点
（これらを自明な零点とよぶ）をもつ以外はRe(s) =
1

2
上にしか存在しないだろう（リーマン予想と呼ばれ

る未解決問題）

4.整数点での値
正の偶数2n = 2,4,6, · · · に対して次が知られてい
る:

1. ζ(2n)は有理数とπ2nの積

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

120
, · · ·

2. ζ(1 − 2n)は0でない有理数

ζ(−1) =
−1

22 · 3, ζ(−3) =
1

23 · 3 · 5, · · ·

⎧⎨
⎩ ζ(m)に円周率が現れることの意味（背後に潜む理由）

ζ(m)の有理数部分の意味（背後に潜む理由）

については近年やっと満足のいく説明がつくようにな
ってきたといえる.
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例えば, Wiles(1994)より遥か以前に次のことが示
されていることをもって値に大事な意味が隠されてい
ることを垣間見ていただきたい.

定理(Kummer)

pが2 ≤ 2n ≤ p − 3 なる全ての正の偶数で ζ(1 −
2n)の分子を割りきらない奇素数とする. このとき,

x
p
1 + x

p
2 = 1 に対するフェルマー予想は正しい.

p ≤ 100なる素数のうちで定理の条件をみたさない
ものはp = 37,59,67のみである.
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(Hasse-Weil)ゼータ函数 ζX(s)

1. Xを有理数体Q上の非特異射影代数多様体とする.

⇓

2. 有限個の例外を除いた全ての素数pで, (係数のp

還元によって) Fpの上の代数多様体Xpが定まる.

但し, 素数pをひとつ決めたときFpは以下のようにし
て与えられる体である.

整数nに対して

n := nをpでわった余り

という取り決めで足し算や掛け算の規則がちゃんと定
まる.

元の数がp個の体

Fp = {0,1, · · · , p − 2, p − 1}
が存在する.
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参考
p = 5のときFp \ {0}の乗積表
× 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

⇓
3. 各Xpに対して合同ゼータ函数Z(Xp, t) ∈ Q(t)

(すぐ後で定義する)が定まり, オイラー積により

ζX(s) :=
∏

p:素数
Z(Xp, t)|t=p−s

と定義する(Xpが定まらない有限個の素数についても
p-因子の適当な定義あり).

•「函数等式」,「整数点での値ζX(m)に潜む意味」や
「リーマン予想」も期待されているがまだ一般解決に
は遠いのが現状である.

• X = {1点} =⇒ Z(Xp, t) =
1

1 − t
=⇒ ζX(s) = ζ(s)
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有限体について

有限個の元のみからなる体を有限体とよぶ.

(i) Fが有限体とするとある素数pとその巾pmが存
在してFの位数はpmとなる. このとき, Fにお
いてはp · a = a + · · · + a(p回足す) = 0 と
なる.

(ii) 逆に, 各素数巾pmごとに位数 pmの有限体Fpm

が存在して一意的である.

(iii) Frobenius写像Fr(x) = xp と定めると, Frは
体Fpmの自己同型になる. 実際, 2項係数pCiは
pで割り切れることより(x + y)p = xp + ypで
ある.

(iv) m|m′ ⇐⇒ Fpm ⊂ F
pm′であり, F

pm′ の中で

Fpmの特徴づけは

Fpm = {x ∈ F
pm′ |Frm(x) = x}

で与えられる.
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合同ゼータ函数

合同ゼータ函数Z(Xp, t) ∈ Q(t)とは次のようにし
て定まる多項式である.

Z(Xp, t) = exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

�X(Fpm)tm

m

⎞
⎠

合同ゼータ函数の具体例

1. Xp = {1点}のとき,
任意のmで�X(Fpm) = 1より,

Zp(X, t) = exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

tm

m

⎞
⎠

= exp(−log(1 − t)) =
1

1 − t
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2. Xp = Pnのとき,
�Pn = An∐An−1∐ · · ·∐A1∐{1点}より,

Zp(Xp, t) = exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

(1 + pm + · · · + pmn)tm

m

⎞
⎠

= exp(−
n∑

i=1

log(1 − pit))

=
1

(1 − t)(1 − pt) · · · (1 − pnt)

3. Xpが種数gの非特異射影代数曲
線のとき,

Z(Xp, t) =
P1(t)

(1 − t)(1 − pt)

と表せる.

但し, P1(t)は2g次の整数係数のモニック多項式.

P1(t) = 0の根α1, · · · , α2gは複素数として常に複
素絶対値p−1/2をもつ.

(Weil, 1940頃)
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Weil予想

XpをFp上のn次元非特異射影代数多様体とする.

さらにXpがQの上の非特異射影代数多様体のp還元
として得られているとしておく

X(C): 複素多様体

X

�����������������������������

�����������������������������

Xp: Xのp還元

このとき次のことが成り立つ.

1.有理性

Z(Xp, t)は有理式となる.

2.函数等式

Z(Xp,1/pnt) = ±pnχ(Xp)/2tχ(Xp)Z(Xp, t)

(χ(Xp)はオイラー標数とよばれる幾何的不変量)
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3.幾何的な情報との関係
Z(Xp, t) =

P1(t) · · ·P2n−1(t)

P0(t) · · ·P2n(t)
という分解があり

各0 ≤ i ≤ 2nにおいて

deg(Pi(t)) = dimQHi
Betti(X(C), Q)

なるモニック多項式である.

4.リーマン予想（の類似）
各0 ≤ i ≤ 2nにおいてPi(t) = 0の全ての根の複素
絶対値がp−i/2である

Remark
最後の部分を「リーマン予想」と呼ぶ由来はPi(t)|p−s

を考えると零点の複素絶対値が pi/2であることによ
る.

特に「リーマン予想」の部分が最もむつかしい部分で
あった」
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Weil予想の歴史

• Artinが特別な代数曲線に対して合同ゼータ函数を
定義して「有理性」,「函数等式」,「リーマン予想」等
の性質を示す(1920頃?)

• Weilが, 複素数体以外の体での代数幾何学の理論を
基礎付けながら一般の代数曲線やアーベル多様体の合
同ゼータ函数に対しても同様の性質を示す(1940頃)

• Weilがさらにフェルマー多様体やグラスマン多様
体に対しても同様の性質を示して一般の非特異代数多
様体の場合の「Weil予想」を提出(1949頃)

• Dworkが「有理性」の部分のみ一般解決(1959頃)

• Grothendieckが, エタールコホモロジーの理論
を建設して「リーマン予想」以外のほぼすべてを解決
(1960年代)

• Deligneが,「リーマン予想」の部分を解決(1970

年代はじめ)
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エタール(étale)コホモロジー

Weil予想の証明には, l-進エタールコホモロジーと呼
ばれるよいコホモロジー理論を構成することが大事で
あった.

素数 lごとに l-進体と呼ばれる体Qlがある Q ⊂ Ql.

pと違う素数 lに対する l-進エタールコホモロジー理
論は,

{n次元非特異射影多様体Xp} �→ {Hi
ét(Xp)}0≤i≤2n

で次を満たす:

(i) 各0 ≤ i ≤ 2nに対して, Hi
ét(Xp)は有限次元

Ql-ベクトル空間で

dimQl
Hi

ét(Xp) = dimQHi
Betti(X(C), Q)

が成り立つ.

(ii) Fp = ∪
m≥1

Fpm として, Xpの代数多様体として

の写像fとしたとき, fは各 iでコホモロジーの射

f∗ : Hi
ét(Xp) −→ Hi

ét(Xp)
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を引き起こし, 次の“不動点公式”:

�{x ∈ Xp(Fp) | f(x) = x}

=
2n∑

i=0

(−1)iTr(f∗;Hi
ét(Xp))

が成り立つ.

(幾何的)フロベニウス写像と呼ばれる写像Fr : Xp −→
Xpで有理点の写像Xp(Fp)

Fr−→ Xp(Fp)が座標のp-

乗写像であるようなものが存在する.

先の有限体に関する事実から

�Xp(Fpm) = �{x ∈ Xp(Fp) | Frm(x) = x}
がわかる
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不動点定理をFrmに対して用いると

Z(Xp, t)

= exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

�Xp(Fpm)tm

m

⎞
⎠

= exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

∑
0≤i≤2n

(−1)iTr((Fr∗)m;Hi
ét(Xp))tm

m

⎞
⎠

=
∏

0≤i≤2n

exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

Tr((Fr∗)m;Hi
ét(Xp))tm

m

⎞
⎠(−1)i

各0 ≤ i ≤ 2nにおいて,

hi = dimQl
Hi

ét(Xp)

α1, · · · , αhiをHi
ét(Xp) � Frの固有値

Pi(t) = det(1 − (Fr)∗t;Hi
ét(Xp)): 固有多項式
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とすると

先の式

=
∏

0≤i≤2n

exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

Tr((Fr∗)m;Hi
ét(Xp))tm

m

⎞
⎠(−1)i

=
∏

0≤i≤2n

∏
1≤j≤hi

exp

⎛
⎝ ∑

m≥1

αm
j tm

m

⎞
⎠(−1)i

=
∏

0≤i≤2n

∏
1≤j≤hi

(
1 − αjt

)(−1)i

=
P1(t) · · ·P2n−1(t)

P0(t) · · ·P2n(t)

かくしてエタールコホモロジーが構成された帰結とし
て「リーマン予想」以外の大半が言えた事になる.
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「リーマン予想」がいえるには

各0 ≤ i ≤ 2nに対して, Hi
ét(Xp) � Frの固有値は

みな複素絶対値p−i/2をもつことが言えればよい.

GrothendieckはXpの中の部分代数多様体の分布と
絡み具合に関する「モチーフの理論」や「スタンダー
ド予想」といった広大な予想を打ち出してそれらの予
想から「リーマン予想」が従うことを示した. 「モ
チーフの理論」や「スタンダード予想」は代数幾何に
おける変革的な構想であるが未だ解決からは遠い予想
である.

Deligneは代数多様体の族や退化に関する理論を巧み
に組み合わせることや保形関数の理論からの発想を活
かしたアイデアによって「スタンダード予想」を回避
して「リーマン予想」を証明した.

DeligneによるWeil予想の完全解決の後も別証明や
表現論などへの応用など研究の流れは続いている.
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