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1. 導入

近年 Lin Weng氏により定義されたゼータ関数がある特殊な場合にはリーマン予想
の類似を満たすという事について述べる. 今回扱うゼータ関数は合同ゼータ関数の一
つの一般化として定義されるので, まず合同ゼータ関数の復習から始めよう.

2. 有限体上の代数曲線のゼータ関数

Cを有限体 Fq上定義された非特異,射影的代数曲線とし, C0を Cの閉点全体, K =
Fq(C)をCの関数体, OC をCの構造層とする. Γ(C,OC) = Fqを仮定しておく.

2.1. 因子, 直線束.
C0を底とする自由 abel群

Div(C) := ⊕P∈C0Z[P ]

の元D =
∑

P nP [P ], nP ∈ Z, をC上の因子という. D ≥ 0とは, nP ≥ 0, ∀P を意味す
る. D ≥ 0である因子は effectiveであると言われる. 因子Dの次数を

deg(D) :=
∑
P

nP [κ(P ) : Fq]

により定義する. ここで κ(P ) := OC,P/mP =(P における剰余体). f ∈ K×に対する主
因子は

(f) :=
∑
P

ordP (f)[P ]

と定義される. 主因子を法として等しい因子D1, D2を線形同値 (D1 ∼ D2)と言う. 準
同型K× ∋ f 7→ (f) ∈ Div(C)の余核をCの因子類群と言い, Cl(C)と書く. (C = P1

Fq

のとき直接, 一般のCに対しては有限次元被覆C → P1
Fq
を用いて) deg((f)) = 0が分

るので degは因子類群を経由する：deg : Cl(C) → Z.
C上の直線束は, C上の階数 1の局所自由層 (可逆層)と同じである. 因子Dに対し,

Cの開被覆C = ∪iUiがとれてD|Ui
= (si) (∃si ∈ Fq(Ui)) と書けるので, 可逆層ODが

OD|Ui
= OCs

−1
i により定まる. sj/si ∈ H0(Ui ∩ Uj,O×

C )が直線束の張り合わせの関数
である. 逆に, 可逆層 Lから上の逆をたどり因子D = DLが得られ, 同型な直線束には
線形同値な因子が対応する事が分る. これから因子類群Cl(C)は, 直線束の同型類のな
す群 Pic(C) = H1(C,O×

C )　と同一視される：

Cl(C) = Pic(C) = H1(C,O×
C ).

次数 0の因子類の全体

Cl0(C) := ker(deg : Div(C) → Z)
1
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は有限 abel群となる事が知られている. 微分K-加群ΩK/Fq は 1次元空間で, その底 ω
に伴う因子W が標準層ΩC に対応する. g := dimFqH

0(C,ΩC)をCの種数という.

2.2. zeta関数.
有限体Fq上の非特異, 射影的代数曲線Cのゼータ関数は

ζC(s) :=
∑
D≥0

q−s deg(D), (s ∈ C, Re(s) > 1), (2.1)

により定義される. 因子Dに対し

h0(D) := dimFqH
0(C,OC(D)) (2.2)

とすれば1

♯{D′ ≥ 0 |D′ ∼ D} =
qh

0(D) − 1

q − 1
. (2.3)

deg(D), h0(D)は線形同値で不変なので因子類 [D]に対し, deg([D]) := deg(D), h0([D]) :=
h0(D)とすれば

ζC(s) =
∑

[D]∈Pic(C)

qh
0([D]) − 1

q − 1
q−sdeg([D]). (2.4)

Riemann-Rochの定理により ζC(s)の関数等式が導かれるが, ここではそれに触れない.
また ζC(s)の他の性質についても省略する.

Pic(C)はC上の直線束の同型類全体であった. 大雑把に言って (2.4)においてPic(C)
をC上の階数 rのベクトル束の同型類全体で置き換えたものが有限体上の代数曲線に
対する翁氏の zeta関数である2. 但しC上の階数 rのベクトル束の同型類全体を考えた
のでは上手くゆかぬ部分がある. この問題点はMumfordにより導入されたベクトル束
の安定性の概念を用いて, 和を半安定なベクトル束の同型類たちに制限する事により解
決され, 解析接続や関数等式等のよい解析的が導かれる.

3. 代数体のゼータ関数

Kを n次の有限次代数体, OKをKの整数環, µKをK内の 1の冪根のなす群, wF :=
♯µF とする. X := Spec(OK), X0をXの閉点 (＝極大イデアル)全体, X∞ := {σ : F ↪→
C}/(複素共役) とする. σ ∈ X∞は, σ : K ↪→ Rのとき実素点, σ : K ↪→ Cのとき複素
素点, と呼ばれ, 各々の場合に従って, Kσ := RないしC, εσ = 1ないし= 2とおく. 実
素点が r1個, 複素素点 (mod 複素共役)が r2個あるとする:n = r1 + 2r2. X := X ∪X∞
を“ compact化された数論的曲線”と見る.

1H0(C,OC(D)) = H0(D) := {f ∈ Fq(C)× |D + (f) ≥ 0} ∪ {0}
2E:ベクトル束, h0(E) := dimH0(C,E), deg(E) := deg(det E)
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3.1. Arakelov因子, metrized直線束.
位相 abel群

Div(X) :=
⊕

P∈X0

Z[P ]⊕
⊕

σ∈X∞

R[σ]

をX上のArakelov因子群と言い,その元をX上のArakelov因子という. ここでDiv(X)
の位相は, Zは離散, Rは Euclid空間とみなして直積位相から誘導されるものとする.
Arakelov因子D =

∑
P∈X0

np[P ] +
∑

σ∈X∞ rσ[σ] の次数を

deg(D) :=
∑

P∈X0

np♯(OK/P ) +
∑

σ∈X∞

rσ (3.1)

で定義する.“関数”f ∈ K×に対し, その主因子を

(f) :=
∑

P∈X0

ordP (f)[P ]−
∑

σ∈X∞

εσrσ log |σ(f)|[σ] (3.2)

と定義する. 但し fOK =
∏

P P
ordP (f)と極大イデアル分解されているものとする. 準同

型K× ∋ f 7→ (f) ∈ Div(X)の余核をXのArakelov因子類群と言い, Cl(X)と書く. こ
れは局所 compact abel群である:

0 −→ µK −→ K× −→ Div(X) −→ Cl(X) −→ 0 (exact).

積公式により deg((f)) = 0なので, degは連続準同型 det : Div(X) → Rを定める.
X上の可逆層, 即ち, 射影的OK-加群 (＝Kの分数イデアル) Lと各 σ ∈ X∞に対す

るLσ := L⊗K Kσ上のHermite計量 | · |σの組L = (L, (| · |σ)σ∈X∞) をX上のmetrized

直線束という. Lと L
′
= (L′, (| · |′σ))が同型とは, OK-加群の同型 ψ : L→ L′が存在し,

各 σ ∈ X∞に対し isometry ψσ : Lσ → L′
σを導く事とする. metrized直線束の同型類の

集合を Pic(X)と書く. Pic(X)は

[L] · [L′
] := [(L⊗OK

L′, (| · |σ · | · |′σ))]
と積を定める事により abel群をなす.

Arakelov因子D =
∑

P∈X0
np[P ] +

∑
σ∈X∞ rσ[σ] に対し, metrized直線束

OX(D) := (OX(Df), (| · |σ)σ∈X∞) (3.3)

が

OX(Df) : =
∏
P

P−nP , (3.4)

|1|σ : = exp(−rσ/εσ), (3.5)

により定まる. 逆に, metrized直線束に対しArakelov因子がこの逆をたどって定まり,
同型

Cl(X) ≃ Pic(X) (3.6)

を与える. Dと Lの類が対応するとき,

deg(D) = deg(L) := log ♯(L/sOK)−
∑

σ∈X∞

εσ log |s|σ (s ∈ L : section)
(3.7)

が成り立つ (sのとり方によらない).
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微分OK-加群 ΩOK/ZはOK 上 1元 ωで生成され, その annihilatorはK/Qの共役差
積D∏

P P
dP : ΩOK/Z = OKω ≃ OK/D. (ω)に付随する自明な計量をもったmetrized

直線束をX 上の余接束 ΩX とし, 対応するArakelov因子W =
∑

P dP [P ] +
∑

σ 0[σ]を
微分因子と定める.
代数曲線の場合の h0(D) = dimH0(D)に対応する量として次を導入する. metrized

直線束 L = (L, (| · |σ))と s ∈ Lに対し

|s|2
L
: =

∑
σ∈X∞

εσ|s|2σ =
∑

σ∈X∞

εσe
−2rσ/εσ |σ(s)|2, (3.8)

h0(L) : = log

(∑
s∈L

exp(−π|s|2
L
)

)
(3.9)

と定義する. ここでh0(L)はPic(X)上の関数であることに注意する. 対応するArakelov
因子Dに対しても |s|D, h0(D)などの記号を用いる.

3.2. zeta関数.
Arakelov因子を用いて代数体Kの完備 zeta関数を有限体上の代数曲線の zeta関数に

類似した形で表示する事ができる. Arakelov因子D =
∑

P∈X0
nP [P ] +

∑
σ∈X∞ rσ[σ] に

対し, D ≥ 0で nP ≥ 0, ∀P を意味するものとする. dµ(D)を位相群Div(X)上のHaar
測度とし3

dµeff(D) := exp(−π|1|2D)dµ(D) (3.10)

とする. このとき

ζX(s) :=
∫
D∈Div(X), D≥0

e−sdeg(D)dµeff(D) (3.11)

と定義する. tσ = e−rσ とおく事により

ζX(s) =
∑

0 ̸=I⊂OK

N(I)−s
∫ ∞

0
(
∏
σ

tsσ) exp

(
−π

∑
σ:real

t2σ − 2π
∑
σ:cpx

tσ

)∏
σ

dtσ
tσ

= (2π−s/2Γ(s/2))r1((2π)−sΓ(s))r2
∑

0̸=I⊂OK

N(I)−s

= 2r1 ζ̂K(s)

を得る. ここで ζ̂K(s)は通常の完備Dedekind zeta関数. ζX(s)はRe(s) > 1で絶対収束
し, 代数曲線の時と同様に

ζX(s) = w−1
K

∫
[L ]∈Pic(X)

(eh
0( [L ] ) − 1) e−sdeg( [L ] )d([L ]) (3.12)

という表示が成立つ事が分る.

3Z[P ]上には counting測度 dµP , R[σ]上には Lebesgue測度 dµσ を入れ dµ :=
∏

P dµP ×
∏

σ dµσ と
定める.
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4. 翁氏のゼータ関数 (ベクトル束のゼータ関数)：代数体の場合

今回対象となる zeta関数は, 前節のArakelov因子を用いた代数体のゼータ関数の表
示を手がかりに近年翁氏が定義したものである. その定義をするには些か準備する. 簡
単のためQ上で話をすることにしよう.

4.1. metrized加群（Arakelov ベクトル束）.
階数 rの torsion free Z-加群 Λ ⊂ Qr とRr = Λ ⊗Q R 上のHermite計量 | · |∞の組

Λ = (Λ, | · |∞) を（SpecZ上の）metrized加群（又はArakelov ベクトル束）という. 各
ρ ∈ GLr(R)からRr上の距離 | · |ρが |x|ρ := |ρ−1x|により定まる（ここで | · |はRr上
のユークリッド距離). 逆にRr上のHermite計量は全てこのようにして得られる.
階数 rのmetrized加群Λ1 = (Λ1, | · |ρ1) とΛ2 = (Λ2, | · |ρ2)が同型とはZ-加群の同型

ψ : Λ1 → Λ2が存在して isometry ψ∞ : (Rr, | · |ρ1) → (Rr, | · |ρ2)を導く事をいう. これ
は ψをGLr(R)の元と見たとき

ρ1ψρ
−1
2 ∈ SOr(R)

と同値である.階数 rのmetrized加群の同型類全体をMQ,rで表す. またΛが属す同型
類を [Λ]と書く.

Λ = (Λ, | · |ρ)を階数 rのmetrized加群とする. Z-部分加群 Λ′ ⊂ Λに対し, 通常の
Lebesgue測度による ρ−1(Λ′) ⊂ Rrの基本領域の体積を volρ(Λ

′)で表す. このときΛが
半安定とは, 任意のZ-部分加群Λ′ ⊂ Λに対し

volρ(Λ)
rank(Λ′) ≤ volρ(Λ

′)rank(Λ)

である事をいう.半安定性は同型で保たれる事が確かめられるので, metrized加群の同
型類 [Λ]が半安定とは一つの代表 Λが半安定である事と定義する. 半安定な階数 rの
metrized加群の同型類全体をM0

Q,rで表す.

些か天下りではあるが, metrized加群Λ = (Λ, | · |ρ)に対し deg(Λ), h0(Λ)を

deg(Λ) : = − log(volρ(Λ)) (4.1)

h0(Λ) : = log

(∑
s∈Λ

exp(−π|s|2ρ )
)
= log

(∑
s∈Λ

exp(−π|ρ−1s|2 )
)

(4.2)

と定義する. ここで deg(Λ), h0(Λ)はMQ,r上の関数であることに注意する.

4.2. zeta関数.
前節のmetrized加群の同型類全体Mrには標準的な位相と測度 dµ（玉河測度）を導

入することができる. これを用いて翁氏は次のように zeta関数を定義した.

ξQ,r(s) :=
∫
[Λ]∈M0

Q,r

(
eh

0([Λ]) − 1
)
· e−s deg([Λ])dµ([Λ]), Re(s) > r. (4.3)

ここで積分は半安定なmetrized加群の同型類上に制限している事に注意する. 同型類
全体で積分をとってしまうと積分は収束しない. r = 1のとき ξQ,1(s)は完備Riemann

ゼータ関数 ζ̂(s) := π−s/2Γ(s/2)ζ(s)に一致する. また ξQ,r(s) は全平面に有理型に解析
接続され, 関数等式 ξQ,r(s) = ξQ,r(1− s)をもち, s = 0, 1を除いて正則である事が知ら
れている [5].
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ξQ,r(s)のRiemann予想を考える事は他のゼータ関数達と同様に興味深い問題である
と思われる. 今回 ξQ,2(s)について次の結果を得る事ができた.

定理. ξQ,2(s)の全ての零点は臨海線Re(s) = 1/2上にある.

証明は次節に回す事として少し注意を述べておく. ξQ,2(s)が Riemann予想を満た
すという事実は興味深いと思われるが, これが数論的にいかなる意味を持っているか
はいささか不明瞭である. 一般に r ≥ 2のときは ξQ,r(s)は関数等式は持つが Euler積
は持たない. 実際に r = 2の場合に ξQ,2(s)の具体的表示から Euler積を持たない事
が分る. また ξQ,2(s)のガンマ因子は (const) × π−sΓ(s)が適当であると予想されるが,
πsΓ(s)−1ξQ,2(s) は通常の Dirichlet級数としての表示は持たない. この２つの事実が
ξQ,2(s)のRiemann予想の意味するところを直ちには分り難くしている. 今でも ξQ,2(s)
のRiemann予想の数論的意味は分らないままである. これは今後の研究の重要な課題
の一つである.

5. 定理の証明

まず ξQ,2(s)を既知の関数で表示する. 先に結果を言ってしまえば ξQ,2(s)はEisenstein
級数を SL2(Z)の基本領域のある部分集合の上で積分したものとなり, その結果２つの
Riemann ゼータ関数で表示される. この表示に着目してある補題を適用する事により
定理が証明される.

5.1. ξQ,2(s)の計算.

この節の目標は次を示す事である.

命題. r = 2のとき, ξQ,2(s)は次の表示をもつ.

ξQ,2(s) =
ξ(2s)− ξ(2s− 1)

2s(2s− 1)(1− s)
.

ここで ξ(s) = s(1− s)ζ̂(s).

A = AQをQのアデール環とする. x ∈ A×に対しArakelov因子div(x) :=
∑

p ordp(xp)·
[p]− log |x∞| · [∞] を対応させる事により, 郡同型

GL1(Q)\GL1(A)/{±1} × Ẑ× ≃ Cl(SpecZ) (5.1)

が得られる. またArakelov因子D =
∑

p: prime np[p] + r∞[∞] に対し, metrized直線束

OSpecZ(D) =

(
(
∏
p

p−np)Z , e−r∞ | · |
)

(5.2)

を対応させることにより
Cl(SpecZ) ≃ Pic(SpecZ)

であったから, この二つの同型を繋いで

GL1(Q)\GL1(A)/{±1} × Ẑ× ≃ Pic(SpecZ) (5.3)
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が得られる. この様にして SpecZ上のmetrized直線束の同型類の成す位相群は局所
compact位相群GL1(A)の商と同一視される. 我々は階数 2のmetrized加群の同型類
の成す位相空間MQ,2 をGL2(A)の商空間と同一視する事により命題を証明する.

[ 命題の証明のアウトライン ]
g = (gν)ν ∈ GL2(A)に対しZ-加群Λgを

Λg := {α ∈ Q2 | g−1
p α ∈ Z2

p, ∀p}

で定め, | · |g∞ を g∞ ∈ GL2(R)から定まるR2上のHermite計量とするとmetrized加
群Λg = (Λg, | · |g∞)が得られる. g1, g2 ∈ GL2(A)に対し g2 = γg1, γ ∈ GL2(Q)である
ときΛg1とΛg2は同型である事が分るので g 7→ Λgにより

GL2(Q)\GL2(A) → MQ,2

が well-definedに定まる. これは全射ではあるが単射ではない. しかし Λgの作り方か
らKf :=

∏
pGL2(Zp)とすると

MQ,2 := GL2(Q)\GL2(A)/SO2(R)Kf → MQ,2

は全単射となる. またこの対応により

deg(Λg) = log( |det(g)|A).

MQ,2 のM0
Q,2 に対応する部分を M0

Q,2 と書く. また h0(g) := h0([Λg]), deg(g) :=
log(N(det(g)))とすると

ξQ,2(s) =
∫
M0

Q,2

(eh
0(g) − 1)e−s deg(g)dµ(g) (5.4)

=
∫
M0

Q,2

∑
0 ̸=α∈Λg

e−π|g−1
∞ α|2es log( |det(g)|A)dµ(g) (5.5)

ここで |det(g)|A = tとなるMQ,2（resp.M0
Q,2）の類全体をMQ,2(t)（resp.M0

Q,2(t)）
と書けばM0

Q,2(t) =
√
tM0

Q,2(1) であるから

ξQ,2(s) =
∫ ∞

0

∫
M0

Q,2(1)

∑
0 ̸=α∈Λg

e−πt|g−1
∞ α|2dµ(g) ts

dt

t
(5.6)

ここで近似定理

GL2(Q)\GL2(A)/Kf ≃ SL2(Z)\GL2(R)+

Z(A)GL2(Q)\GL2(A)/Kf ≃ Z(R)+SL2(Z)\GL2(R)+ ≃ SL2(Z)\SL2(R)

を用いるとMQ,2(1)は SL2(Z)\SL2(R)/SO2(R) と同一視する事ができ, M0
Q,2(1)は

SL2(Z)の基本領域

D := {z ∈ h | |z| ≥ 1, −1/2 ≤ x ≤ 1/2, }
内の部分集合

D1 := {z ∈ D | Im(z) ≤ 1}
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と同一視できる. このときのmetrized加群の対応は

(Z2, | · |(
y−1/2 xy−1/2

y1/2

)−1) ⇐⇒ τ = x+ iy ∈ h

となっている. 従って

ξQ,2(s) =
∫ ∞

0

∫
D1

1

2

∑
(0,0)̸=(m,n)∈Z2

e−πt
|m+nτ |2
Im(τ) dµ(τ) ts

dt

t
(5.7)

=
∫
D1

1

2

∑
(0,0) ̸=(m,n)∈Z2

∫ ∞

0
e−πt

|m+nτ |2
Im(τ) ts

dt

t
dµ(τ) (5.8)

= π−sΓ(s)
∫
D1

1

2

∑
(0,0) ̸=(m,n)∈Z2

Im(τ)s

|m+ nτ |2s
dµ(τ). (5.9)

ここで Eisenstein級数の定義

Ê(τ, s) = π−sΓ(s)
1

2

∑
(0,0)̸=(m,n)∈Z2

Im(τ)s

|m+ nτ |2s

を思い出すと

ξQ,2(s) =
∫
D1

Ê(τ, s)dµ(τ). (5.10)

∆Ê(τ, s) = s(1− s)Ê(τ, s)なのでGreenの定理を適用すれば

s(1− s)
∫
D1

Ê(τ, s)dµ(τ) =
∫
∂D1

∂

∂n
Ê(τ, s)ds.

Ê(γτ, s) = Ê(τ, s), ∀γ ∈ SL2(Z)から ∂D1上の積分は y = 1上以外では打ち消し合う.
y = 1上の積分は Eisenstein級数の Fourier展開

Ê(τ, s) = ζ̂(2s)ys + ζ̂(2s− 1)y1−s + · · ·

を用いて計算する事ができ,

s(1− s)
∫
D1

Ê(τ, s)dµ(τ) = −sζ̂(2s) + (1− s)ζ̂(2s− 1).

これを整理すれば求める ξQ,2(s)の表示が得られる. 2

5.2. 鍵となる補題.

補題. cを正定数, F (z)を種数 0又は 1の整関数で実軸上で実数値とり, 少なくとも一
つの零点をもつものとする. 更に次を仮定する:

(i) F (z)は関数等式 F (z) = ωF (−z)をもつ.ここで |ω| = 1.
(ii) |Im(z)| ≥ c内で F (z) ̸= 0.

このとき F (z + ic)± F (z − ic)の全ての零点は実軸上にある.
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補題の証明. まず F (z)が実軸上実数値をとる事から F (z) = F (z̄)であることに注意
する. 定理の仮定から F (z)は次の積表示をもつ.

F (z) =Czqeαz
∏
ρ

(
1− z

ρ

)
ez/ρ

=Czqeαz
∏

ρ: real

(
1− z

ρ

)
ez/ρ

×
∏

Im(ρ)>0,Re(ρ)≥0

(
1− z

ρ

)
ez/ρ

(
1 +

z

ρ

)
e−z/ρ

(
1− z

ρ̄

)
ez/ρ̄

(
1 +

z

ρ̄

)
e−z/ρ̄

(5.11)

ここでCと αは実定数, qは非負整数で,
∑ |ρ|−2は絶対収束する. 無限積の絶対収束性

から次の様に積を分ける:

F (z) = Czqeαz
∏

ρ: real

(
1− z

ρ

)
ez/ρ ×

∏
Im(ρ)>0,Re(ρ)≥0

(
1− z2

ρ2

)(
1− z2

ρ̄2

)

=: F1(z)F2(z).
(5.12)

いま z0 = x0 + iy0を F (z + ic)± F (z − ic)の零点とすると

|F (z0 + ic)| = |F (z0 − ic)|.

従って

1 =

∣∣∣∣∣F1(z0 + ic)

F1(z0 − ic)

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣F2(z0 + ic)

F2(z0 − ic)

∣∣∣∣∣
2

. (5.13)

F1について,

∣∣∣∣∣F1(z0 + ic)

F1(z0 − ic)

∣∣∣∣∣
2

=

{
x20 + (y0 + c)2

x20 + (y0 − c)2

}q ∏
ρ: real

(x0 − ρ)2 + (y0 + c)2

(x0 − ρ) + (y0 − c)2
.

であるから, もし y0 > 0なら右辺の各因子は> 1,また,もし y0 < 0なら右辺の各因子
は< 1. 故に

∣∣∣∣∣F1(z0 + ic)

F1(z0 − ic)

∣∣∣∣∣ =
> 1 if y0 > 0,

< 1 if y0 < 0.
(5.14)
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F2について, ∣∣∣∣∣F2(z0 + ic)

F2(z0 − ic)

∣∣∣∣∣
2

=
∏

ρ=α+
√

−1β
α≥1, β>0

{
(x0 − α)2 + (β − c)2 + y20 + 2y0(c− β)

(x0 − α)2 + (β − c)2 + y20 − 2y0(c− β)

× (x0 + α)2 + (β − c)2 + y20 + 2y0(c− β)

(x0 + α)2 + (β − c)2 + y20 − 2y0(c− β)

× (x0 − α)2 + (β + c)2 + y20 + 2y0(c+ β)

(x0 − α)2 + (β + c)2 + y20 − 2y0(c+ β)

× (x0 + α)2 + (β + c)2 + y20 + 2y0(c+ β)

(x0 + α)2 + (β + c)2 + y20 − 2y0(c+ β)

}
.

であるから, 仮定 (ii)から |β| < cである事に注意すれば, もし y0 > 0なら右辺の各因
子は> 1,また,もし y0 < 0なら右辺の各因子は< 1. 故に∣∣∣∣∣F2(z0 + ic)

F2(z0 − ic)

∣∣∣∣∣ =
> 1 if y0 > 0,

< 1 if y0 < 0.
(5.15)

以上によりy0 ̸= 0とすれば (5.14)と (5.15)からy0 > 0ならば |F (z0+ic)/F (z0−ic)| > 1,
y0 < 0ならば |F (z0 + ic)/F (z0 − ic)| < 1となり (5.13)に矛盾する. 従って y0 = 0. 2

5.3. 定理の証明. ξ(s) = s(1− s)ζ̂(s)とする. ξQ,2(s)について

ξQ,2(s) =
ξ(2s)− ξ(2s− 1)

2s(2s− 1)(1− s)
.

ξ(s)は種数 1の整関数で,関数等式 ξ(s) = ξ(1 − s)をもち, 垂直線Re(s) = 1/2上で実
数値をもつ. また ξ(s)の零点はRiemann zeta ζ(s)の非自明零点と重複度も込めて一致
するから, ξ(s)は 0 < Re(s) < 1の外に零点をもたない. 従っていま F (z)を

F (z) := −ξ
(
1

2
+ 2iz

)
(5.16)

により定義すれば, F (z)は c = 1/4として補題の仮定を全て満たす. 故に F (z + i/4)−
F (z − i/4)の零点は全て実数.

F (z + i/4)− F (z − i/4) = ξ(1 + 2iz)− ξ(2iz)

= ξ(1 + 2iz)− ξ(1− 2iz) (by the functional equation)

= ξ
(
2
(
1

2
+ iz

))
− ξ

(
2− 2

(
1

2
+ iz

))
= iz(1 + 4z2) ξQ,2

(
1

2
+ iz

)
.

により ξQ,2

(
1
2
+ iz

)
の零点は全て実数であることが分った. 2
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Remark. For any algebraic field F , non-abelian zetas ξF,r(s) are also defin ed in [5].
It is expected that the non-abelian zeta of rank 2 has the form

ξF,2(s) = cF

(
ζ̂F (2s)

s− 1
− ζ̂F (2s− 1)

s

)
,

where ζ̂F (s) is the completed Dedekind zeta function and cF is the constant depending
only on F ([1]). If the above is true, we can prove that the Riemann hypothesis for
ξF,2(s) is true by almost same arguments in this paper.

§3. The modified non-abelian zeta

In [6], the modified non-abelian zeta ξTQ,r(s) of rank 2 for Q is defined by

ξTQ,2(s) :=
∫
M

≤− 1
2 log T

Q,2

(
eh

0(Q,Λ) − 1
)
· e−sdeg(Λ)dµ(Λ), Re(s) > 2,

where M≤ 1
2
log T

Q,2 is the moduli space of lattices Λ of rank 2 with volume 1 over Q whose

sublattices Λ′ of rank 1 have degrees ≤ −1
2
log T . Note that M≤0

Q,2 = MQ,2.

From our proof of Lemma, we find that if T is larger than 1, all zeros of ξTQ,r(s) are
on the crtical line Re(s) = 1/2. In fact, as explained in [6], the modified non-abelian
zeta ξTQ,r(s) can be expressed as

ξTQ,2(s) =
ξ(2s)T s−1 − ξ(2s− 1)T−s

2s(2s− 1)(1− s)
. (5.17)

Therefore, ξTQ,2(s) = 0 implies |ξ(2s)/ξ(2− 2s)|T 2Re(s)−1 = 1.

Hence, if ξTQ,2(s) = 0 for Re(s) > 1/2 and T ≥ 1, |ξ(2s)/ξ(2s − 1)| ≤ 1. However

|ξ(2s)/ξ(2s− 1)| > 1 for Re(s) > 1/2, because our proof of Lemma. Hence ξTQ,2(s) has

no zeros in Re(s) > 1/2. From the functional equation ξTQ,2(s) = ξTQ,2(1−s), ξTQ,2(s) ̸= 0
for any Re(s) ̸= 1/2.

Althought, a pri-ori, ξTQ,2(s) is defined only for T ≥ 1, we can define ξTQ,2(s) for
0 < T < 1 by using (5.17). However, for sufficiently small T > 0, the Riemann
hypothesis of ξTQ,2(s) is fails. That reasons are in the following clearly asymptotic
formula:

ξTQ,2(s) =
ξ(2s− 1)

2s(2s− 1)(s− 1)
T−s + o(T−Re(s)) (5.18)

as T → +0 for Re(s) > 1/2. From (5.18), for sufficiently small T , ξTQ,2(s) may have
zeros near the line Re(s) = 3/4. In fact, for small T , we can find such zeros by
numerical experiment.
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