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1. 導入：Weng zeta functions

代数体KのDedekindゼータ関数を ζK(s), それにガンマ因子を補って完備化したも
のを ζ̂K(s)で表す. 代数体Kが有理数体Qのとき, ζQ(s) はRiemannゼータ関数 ζ(s)

である. また ζ̂Q(s)を ζ̂(s)と表すものとすれば

ζ̂(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s). (1.1)

ここで Γ(s)はガンマ関数である. Dedekindゼータ関数や Riemannゼータ関数の定義
や基本的な性質については既知とする.

現在ではDedekindゼータ関数 ζ̂K(s)は保型表現のゼータ関数の一つと見なされる事
が多い. それはRiemannによる関数等式の第 2証明のHeckeによる拡張に端を発して
いる. 一方, L. Wengは [?]において, Dedekindゼータ関数をこれとは全く違う見方か
ら拡張した. これは代数体と有限体上の代数函数体の類似と, 代数曲線のゼータ関数の
幾何的表示が元となっている. 今回我々が扱うのはWengによるDedekindゼータ関数
の拡張である.

C を有限体 Fq 上の非特異完備代数曲線とする. 代数曲線 C に付随するゼータ関数
ζC(s)が次の表示を持つことはよく知られている:

ζC(s) =
∑

[L]∈Pic(C)

qh
0([L]) − 1

q − 1
q−sdeg([L]). (1.2)

ここで Pic(C)はC上の直線束の同型類全体, [L]は直線束 Lの同型類,

h0([L]) := h0(L) = dimFqH
0(C,L), (1.3)

deg([L]) = deg(L) = Lの次数, である.
代数体と代数曲線Cの函数体（＝代数函数体）の類似はArakelov幾何の導入によっ

てより明確な形で得られる. 特にDedekindゼータ関数に対して (??)と同様の幾何的表
示を得る事ができる. 有理数体Qの場合, それは以下の通りである.
• van der Geer & Schoof (2000)

ζ̂(s) =
∫
Pic(Q)

(eh
0([L̂]) − 1) e−s·deg([L̂])dµ([̂L]), (1.4)

ここで Pic(Q) ≃ R>0 は階数 1の距離付き Z加群の同型類全体で, これが Pic(C)の類
似物である. 階数 rの距離付き Z加群とは階数 rの Z加群 Lと L⊗ R上のHermite距
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離 ∥ ∥の組 L̂ = (L, ∥ ∥)で, 階数 1の距離付き Z加群が C上の直線束の類似物である.

また階数 1の距離付き Z加群 L̂ = (L, ∥ ∥)に対して h0(L̂)は

h0(L̂) := log
( ∑
x∈L

exp(−π∥x∥2)
)

(1.5)

で定義され, L̂の同型類 [L̂]に対して h0([L̂]) = h0(L̂).
ここで (??)の表示に戻る. 代数曲線Cのゼータ関数はC上の直線束の同型類全体を

渡る和で表示できた. では直線束の部分をベクトル束に一般化したらどうであろうか.
これがWengのアイディアの一つである. しかし階数 rを固定して階数 rのベクトル束
全体を考えても全ての s ∈ Cで和が発散してしまいうまくゆかない. そこで代数幾何
のmoduli理論に倣って, 和を半安定なベクトル束に制限すると和はℜ(s)が十分大きい
ところで絶対収束することが分かる. これがWengの２つ目のアイディアである. 更に
Riemann–Rochの定理を用いる事により解析接続や関数等式が得られる. このように
して得られた ζC(s)の拡張について, Arakelov幾何の視点から代数体での類似を考える
とDedekindゼータ関数の一般化が得られる. これが今回我々が扱う対象である. 有理
数体の場合, それは次で与えられる.

• Weng ([?]) 固定された整数 r ≥ 1に対し, 関数 ζ̂r(s)を

ζ̂r(s) :=
∫
MQ,r

(eh
0([Ê]) − 1) e−s·deg([Ê])dµ([Ê]) (1.6)

で定義する. ここでMQ,rは階数 rの半安定な距離付きZ加群 Ê = (E, ∥ ∥)の同型類全
体. Sheaf cohomology の “次元” h0(Ê)は

h0(Ê) := log
( ∑
x∈E

exp(−π∥x∥2)
)

(1.7)

で定義され, Êの同型類 [Ê]に対して h0([Ê]) = h0(Ê).

このように定義された ζ̂r(s)に対してWengは次のことを示した.

(W0) 階数 1の全ての距離付き Z加群は半安定で, ζ̂1(s) = ζ̂(s),

(W1) ζ̂r(s)を定義する積分はℜ(s) > 1で絶対収束する,

(W2) ζ̂r(s)は s = 0, 1を除いてCへ正則に解析接続される,

(W3) ζ̂r(s)は関数等式 ζ̂r(s) = ζ̂r(1− s) を満たす,

(W4) s = 1は一位の極で, Res
s=1

ζ̂r(s) = vol(MQ,r[1]).

これらから ζ̂r(s)は Riemannゼータ関数の持つ良い解析的性質の幾つかを受け継い
でいることが分かる. 一般の代数体Kに対しても ζ̂K,r(s)が定義され, 同様の結果が得
られる [?].

2. 主結果

前節の ζ̂r(s)の性質 (W3)から次のRiemann予想の類似が考えられる.

RH(r) : ζ̂r(s)の全ての零点は垂直線ℜ(s) = 1/2上にある.



r = 1の場合, ζ̂r(s)はRiemannゼータ関数であるから, RH(1)は通常のRiemann予
想である. 従ってRH(r) (r ≥ 2)に対して何か分かれば, Riemann予想に関するヒント
が得られないかという期待が起る. r ≥ 2の場合, RH(r)は ζ̂r(s)の定義からはRH(1)
より複雑そうに見えるのだが, 意外な事に次の結果が得られる.

• Lagarias & Suzuki [?] : RH(2)は正しい.

注 1. この結果はWengにより一般の代数体の場合に拡張されている [?]. Kが虚 2次
体の場合についてはT. Hayashi [?]も同様の結果を得ている.

注 2. RH(2)についてはH. Kiも独立に結果を出しており, 彼はRH(2)が正しい事に加
えて, ζ̂2(s)のℜ(s) = 1/2上の零点は全て単純であることも示している [?].

今回, 有理数体の場合に対して次の結果が得られた.

定理 1. RH(3)は正しい. 即ち ζ̂3(s)の全ての零点は垂直線ℜ(s) = 1/2上にある.

注 3. 最近O. Velásquezは彼の学位論文 [?]で ζ3(s)のℜ(s) = 1/2上の零点は全て単純
であることを示した.

さて, ここで

ξ(s) = s(s− 1) ζ̂(s) (Riemannの ξ-関数), (2.1)

ξ3(s) = 3s(3s− 1)(3s− 2)(3s− 3) ζ̂3(s) (2.2)

とおき,

ξ♮3(s) := ξ3(s)−
π − 3

2
ξ(3s− 1) (2.3)

と定義する. このとき次が成り立つ.

定理 2. ξ♮3(s)の全ての零点は垂直線ℜ(s) = 1/2上にある.

定理 1と定理 2を組み合わせると次の系が得られる.

系 1. Riemannの ξ-関数 ξ(s)は, 全ての零点が垂直線ℜ(s) = 1/2上にある二つの整関
数の差として表せる. 実際,

ξ(3s− 1) =
2

π − 3

(
ξ3(s)− ξ♮3(s)

)
.

ここで s = 1
2
+ it と変数変換すれば,

ξ
(
1

2
+ 3it

)
=

2

π − 3

(
ξ3

(
1

2
+ it

)
− ξ♮3

(
1

2
+ it

))
.



3. 証明の概略

この節で [?]の RH(3)の証明の概略を解説する. 筆者と Lagariasが [?]で行った
RH(2)の証明はWeng [?] による ζ̂2(s)の明示的表示

ξ2(s) = 2s(2s− 1)(2s− 2)ζ̂2(s) = ξ(2s)− ξ(2s− 1) (3.1)

を利用している. 今回のRH(3)の証明も次の結果がスタート地点である.

命題 1 (Weng [?]). ξ3(s)を (??)の通りとする. このとき

ξ3(s) =
ξ(2)

2
(3s− 2)ξ(3s) +

ξ(2)

2
(1− 3s)ξ(3s− 2)

+ ξ(3s− 1) +
3

2
s ξ(3s− 2) +

3

2
(1− s)ξ(3s).

(3.2)

これから

h(s) =
{ 3

2

(
ξ(2)− 1

)
s−

(
ξ(2)− 3

2

) }
ξ(3s), (3.3)

X(s) = h(s) + h((2/3)− s) (3.4)

とおくと,

ξ3(s) = X(s) +X(1− s) +
π − 3

2
ξ(3s− 1), (3.5)

ξ♮3(s) = X(s) +X(1− s) (3.6)

と表示できる. 定理 2は (??)の表示と次の補題から容易に証明される.

補題 1. F (s)は種数が 0か 1の整関数で, 次の 2つの条件を満たすと仮定する:

(i) F (s)は実軸上で実数値をとる,
(ii) ある正数 a > 0が存在して, F (s)の全ての零点は垂直帯領域

|ℜ(s)− 1/2| < a (3.7)

の内部にある.
(iii) 正負いずれかの符合に対して関数等式

F (s) = ±F (1− s), (3.8)

を満たす.

このとき任意の正数 c ≥ aに対して,∣∣∣∣∣F (s− c)

F (s+ c)

∣∣∣∣∣ < 1
(
ℜ(s) > 1/2

)
,

∣∣∣∣∣F (s− c)

F (s+ c)

∣∣∣∣∣ > 1
(
ℜ(s) < 1/2

)
, (3.9)

が成り立つ. 特に F (s+ c)± F (s− c)の全ての零点は垂直線ℜ(s) = 1/2上にある.

（定理 2の証明の概略）
Step 1. Riemannゼータ関数の関数等式とℜ(s) > 1で零点を持たない事から, 補題 1が
F (s) = h(s − (1/6))に対して適用できる (a = 1/6). このとき c = 1/6と取るとX(s)
の零点は全て垂直線ℜ(s) = 1/3上にある事が分かる.



Step 2. Step 1の結果から F (s) = X(s − (1/6))に対して補題 1が再び適用できる
(a = 1/6). このとき c = 1/6と取ると ξ♮3(s)の零点は全て垂直線ℜ(s) = 1/2上にある
事が分かる. 2

（定理 1の証明の概略）
定理 1の証明は定理 2の証明を若干修正する事により成される. いま

Y (s) = X(s) +
π − 3

4
ξ(3s− 1) (3.10)

とおく. このとき ξ(s)の関数等式から

ξ3(s) = Y (s) + Y (1− s). (3.11)

この様に表示すると ξ3(s)と ξ♮3(s)の類似性は明らかだが, Y (s)では ((π−3)/4)ξ(3s−1)
という項の存在により, X(s)の場合のように補題 1を適用する事はできない. しかし補
題 1の証明を修正する事により, 定理 2の証明の Step 1にあたる次が示される.

補題 2. Y (s)の全ての零点は帯領域 1/3 ≤ ℜ(s) < 1/2にある.

この結果と補題 1を用いて定理 2の Step 2と同様の議論を行いたいところであるが,
再び ((π − 3)/4)ξ(3s− 1)の存在により補題 1は適用できない. ここで補題 1を修正し
た次の補題を用意する.

補題 3. F (s)は種数が 0か 1の整関数で, 次の 4つの条件を満たすと仮定する:

(i) F (s)は実軸上で実数値をとる,
(ii) ある実数 σ0 < 1/2 が存在して, F (s)の全ての零点は垂直帯領域

σ0 < ℜ(s) < 1/2, (3.12)

の内部にある.
(iii) ある正数 C > 0 が存在して

N(T ) ≤ CT log T (T → ∞), (3.13)

が成り立つ. ここでN(T )は σ0 < ℜ(ρ) < 1/2 と 0 ≤ ℑ(ρ) < T を満たす F (s)
の零点の重複度を込めた個数を表す.

(iv) 十分大きな σ > 1/2に対して F (1− σ)/F (σ) > 0であって,

F (1− σ)

F (σ)
→ 0 (σ → ∞). (3.14)

このとき ∣∣∣∣∣F (1− s)

F (s)

∣∣∣∣∣ < 1
(
ℜ(s) > 1/2

)
,

∣∣∣∣∣F (1− s)

F (s)

∣∣∣∣∣ > 1
(
ℜ(s) < 1/2

)
.

(3.15)

特に F (s)± F (1− s)の全ての零点はℜ(s) = 1/2上にある.



F (s) = Y (s)とすると, これは補題 3 (i)の条件を満たし, 補題 2から補題 3 (ii)の条
件も満たす. 整関数の零点の個数に関する Jensenの公式から, F (s)が補題 3 (iii)の条
件も満たす事が分かる. Stirlingの公式からF (s)が補題 3 (iv)の条件も満たす事が分か
り, 従って補題 3により ξ3(s) = Y (s) + Y (1− s)の零点は全て垂直線ℜ(s) = 1/2上に
ある事が分かる. この様にして定理 1は証明される. 2

4. 蛇足

RH(2)は補題 1を F (s) = ξ(2s − (1/2))に対して適用するだけで得られる. 前節で
みたRH(3)の証明も, アイディアは補題 1を繰り返し用いるという事につきる. では
r > 3の場合のRH(r)も基本的には補題 1を繰り返し用いる事で得られるのではない
か, という安直な発想も湧くのだが, これを実行する事は今の所難しい. その原因の一
つは ζ̂r(s)の明示的な表示が rが大きくなるほど困難である事, もう一つは r = 2, 3のと
き ζr(s)に補題 1が (繰り返し)適用できる事の幾何的背景または数論的背景が不明瞭な
事である. 現在の状態では r = 2, 3の場合に ζr(s)を計算してみたらたまたま都合の良
い形をしていたという以上の理解は得られていない. 従って r > 3の場合に関する話は
一先ずおいておいて, ここでは補題 1, 補題 3について若干の補足を加えることにする.

補題 1や補題 3は次の補題 4の延長線上にあると考えられる.

補題 4. P (z)は実軸上で実数値をとる多項式で, 全ての根は単位円の外部にあるもの
とする. このとき任意に固定されたm ≥ degP を満たす正整数mについて, 多項式
Q(z) = P (z) ± zmP (1/z)の根は全て単位円周上にある. 但しQ(z)が定数である場合
は除く.

Proof. まずR(z) = zmP (1/z)/P (z)とおく. このとき

Q(z) = P (z)(1 +R(z)). (4.1)

仮定よりR(z)は単位円内部と単位円周上で正則である. P (z)が実軸上で実数値をとる
事から, 単位円周上で P (1/z) = P (z). 従って単位円周上で |R(z)| = 1. 故に最大値の
原理から単位円の内部で |R(z)| < 1. これより 1 + R(z)は単位円内部に零点をもたず,
P (z)に関する仮定と (??)からQ(z)は単位円内部に零点を持たない. しかも

zmQ(1/z) = zmP (1/z)± P (z) = Q(z) (4.2)

からQ(z)は単位円外部に零点を持たない. 従ってQ(z)の零点は単位円周上にある. □
補題 4と補題 1, 3の比較のため一次変換

z = 1− s−1, s = (1− z)−1 (4.3)

を考える. この一次変換は s = 1/2 7→ z = −1, s = 1 7→ z = 0, s = ∞ 7→ z = 1で特徴
付けられ, 垂直線ℜ(s) = 1/2を単位円周 |z| = 1に写し, 実軸を実軸に写す. また変換
s 7→ 1− sは z 7→ 1/zに対応する. 補題 1, 補題 3でそれぞれ

fc(z) = F ((1− z)−1 − c), f(z) = F ((1− z)−1) (4.4)



とおくと fc(z), f(z)は補題 4の P (z)に対応し, 補題 1, 3の (i)の条件は補題 4で P (z)
が実軸上で実数値という事に対応し, 補題 1, 3の (ii)の条件は P (z)の零点が単位円外
部にある事と対応する事が観察される. 更に (i)の条件から補題 1でF (s− c)/F (s+ c),
補題 3で F (1− s)/F (s)が垂直線ℜ(s) = 1/2上で絶対値 1であることが導かれる事と,
補題 4の証明で P (z)が実軸上で実数値である事から単位円周上で |R(z)| = 1が導かれ
る事が対応している. また補題 1の F (s + c)± F (s− c), 補題 3の F (s)± F (1− s) の
持つ関数等式は (??)に対応する. これらから補題 1と補題 3は補題 4の拡張となって
いる様子が分かると思う.

では補題 1, 3と補題 4の違いは何かと言うと, 一つは P (z)は多項式であるから根は
有限個であるが, fc(z)や f(z)の零点は有限個ではない事である. 補題 1, 3の (ii)と (iii)
はこのギャップを埋めるための条件となっている. もう一つは P (z)は多項式だから単
位円内部と単位円周上で正則であるのに対し, (??)で定義された fc(z), f(z)は z = 1で
正則でない事である. この障害は補題 1では (ii)と (iii)の条件により乗り越えられてい
るが, 補題 3ではこれに加えて (iv)の条件が必要となる. (iv)の条件は, z平面で単位円
の内部から z = 1へ単位円の接線と垂直方向に近づくとき, |f(1/z)/f(z)|が小さいとい
う事を言っている. これのお陰で補題 4との類似がうまくゆくのである.

ここでRiemannゼータ関数に関する一つの結果を紹介しておく.

F (s) = (1− s)
∫ ∞

1

(
1√
x
− 2

√
x

∞∑
n=1

e−πn2x2
)
xs−(1/2)dx

x
(4.5)

とすると F (s)は整関数で, Riemannの ξ-関数は

ξ(s) = sF (s) + (1− s)F (1− s) (4.6)

と表示される. F (s)の零点に関して次が知られている.

命題 2 (Yegorov [?]). F (s)はℜ(s) < 1/2に零点を持たない.

RH(2), RH(3)の証明や命題 2を見てみると, 補題 4をどのように拡張するかという
問題は r = 1を含めた一般のRH(r)を考える上で興味深い問題だと思われる.

問題. 次の命題の (∗)にあてはまる条件を探せ.

命題. f(z)は単位円内部で正則で, (z = 1を除いて)実軸上で実数値をとり, 全ての零
点は単位円の外部にあるものとする. また f(z)は単位円周上で z = 1を除いて正則で
あり, z = 1は特異点であるものとする. f(z)が条件 (∗)を満たすとき, f(z) ± f(1/z)
の零点は全て単位円周上にある.

なるべく応用の広い形で条件 (∗)を調べる事はそれ自身で面白い問題の様に思われ
るが如何であろうか.
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