
筆答専門試験科目（午前） ２０２６ 大修

数 学 系 時間 ９：００～１１：３０

注 意 事 項

1. 試験開始時刻まではこの問題冊子を開いてはならない.

2. 以下の問題 5題すべてに解答せよ.

3. 解答は 1題ごとに別々の解答用紙に記入せよ.

4. すべての解答用紙に必ず受験番号を記入せよ.

5. この問題冊子はこの表紙を入れて全体で 3ページからなる.

6. 口頭試問を代数分野, 幾何分野, 解析分野のどれで受けることを希望するかをすべての解答
用紙の受験番号の右に書くこと.

記号について:

　 N は 1以上の整数全体を表す.

　 Z は整数全体を表す.

　 Q は有理数全体を表す.

　 R は実数全体を表す.

　 C は複素数全体を表す.
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[1] Aを次の 4次正方行列とする：

A =


1 −1 0 1

1 0 1 3

2 6 3 −2

−1 −2 −1 1

 .

線形変換 fA : C4 → C4を，fA(v) = Av (v ∈ C4)と定める．ここで，

W =



a1

a2

a3

a4

 ∈ C4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 + a2 + a3 + a4 = 0


とすると，fAは fA(W ) ⊂W をみたす．

(1) e1, e2, e3, e4 ∈ C4を，

e1 =


1

0

0

0

 , e2 =


0

1

0

0

 , e3 =


0

0

1

0

 , e4 =


0

0

0

1


とする．このとき，線形変換

fA|W : W →W, w 7→ Aw

の，W の基底 e1 − e2, e2 − e3, e3 − e4に関する表現行列Bを求めよ．
(2) (1)のBの固有多項式 φB(t)と最小多項式 ψB(t)を求めよ．
(3) 3次複素正方行列全体からなる集合をM3(C)と書き，(1)のBに対して，

XB = {N ∈M3(C) | NB = BN,N はベキ零行列 }

とおく．N ∈ XB に対し，Nn−1 6= OかつNn = Oをみたす正の整数 nを nN と書く．
N がXB 全体を動くときの，nN の最大値を求めよ．

[2] nを正の整数, AをA = −tAをみたす n次実正方行列とする. ただし, 行列Xに対して tX は
X の転置行列を表す．

(1) Aのすべての固有値の実部は 0であることを示せ.

(2) λ, λ′を Aの相異なる固有値とする. λに対する固有ベクトル x ∈ Cn, λ′に対する固有
ベクトル x′ ∈ Cnをとる. このとき, x, x′は Cnにおけるエルミート内積に関して互い
に直交することを示せ.

(3) n = 3とする. このとき,ある3次実直交行列Pと実数 rが存在して, P−1AP =

(
rJ 0
t0 0

)

と書けることを示せ. ただし, J =

(
0 1

−1 0

)
, 0 =

(
0

0

)
とする.

(4) 一般の nに対して rankAがとり得る値をすべて求めよ.
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[3] nを正の整数とし，Rn の位相 O を次の性質をみたす位相のうち最も弱い（最も小さい, 最も
粗い）ものとする：

任意の 1次関数 φ : Rn → R に対して {x ∈ Rn |φ(x) ≥ 0} は閉集合である．

ただし，1次関数とは， a1, . . . , an, b ∈ R として，x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して

φ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn + b

なる形の関数とする．

(1) 1次関数 ψ : Rn → R はO と R の標準的な位相に関して連続であることを示せ．
(2) Rn の標準的な位相を E とするとき，

(a) E は O と一致する
(b) E は O より真に弱い位相である
(c) O は E より真に弱い位相である
(d) 上のいずれでもない
のうち正しいものはどれか．理由をつけて答えよ．

[4] (1) 閉区間 [0, 1]上の連続関数は一様連続であることを示せ．
(2) 閉区間 [0, 1]上の関数列 {fj}∞j=1がある連続関数 f に各点収束をしており，各 fj は単調
非減少関数であるとする．ここで, fj が単調非減少関数であるとは 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1で
あれば fj(x1) ≤ fj(x2)が成り立つことである．このとき, 関数列 {fj}∞j=1は f に一様収
束することを示せ．

[5] a, b, c を実数とする．級数
∞∑
n=1

{
a log n+ bn log

(
n+ (−1)n−1

)
+ c log (n+ 2)

}
(A)

を考える．

(1) |b| < 1のとき，級数 (A)の収束発散を調べよ．
(2) |b| = 1のとき，級数 (A)の収束発散を調べよ．
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筆答専門試験科目（午後） ２０２６ 大修

数 学 系 時間 １３：００～１５：００

注 意 事 項

1. 試験開始時刻まではこの問題冊子を開いてはならない.

2. 以下の問題のうち 2題を選択して解答せよ.

3. 解答は 1題ごとに別々の解答用紙に記入せよ.

4. すべての解答用紙に必ず問題番号および受験番号を記入せよ.

5. この問題冊子はこの表紙を入れて全体で 4ページからなる.

6. 口頭試問を代数分野, 幾何分野, 解析分野のどれで受けることを希望するかをすべての解答
用紙の受験番号の右に書くこと（午前と同じ分野を書くこと）.

記号について:

　 N は 1以上の整数全体を表す.

　 Z は整数全体を表す.

　 Q は有理数全体を表す.

　 R は実数全体を表す.

　 C は複素数全体を表す.
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[1] Gを有限群, R = C[G] = {
∑

g∈G cgg | cg ∈ C (g ∈ G)} をその群環とする. Cベクトル空間
Rの線形変換 µ : R→ R を

µ(r) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1rg (r ∈ R)

により定める.

(1) Rの中心 Z(R) = {r ∈ R | 任意の s ∈ Rに対して rs = sr}の次元は, Gの共役類の個
数に等しいことを示せ. また, µ(R) = Z(R) であることを示せ.

(2) 任意の r, s ∈ Rに対して, µ(rs) = µ(sr) であることを示せ.

(3) Kerµ = [R,R] であることを示せ. ただし, [R,R]は {[r, s] = rs− sr ∈ R | r, s ∈ R}が
生成するRの部分ベクトル空間である.

(4) Gが単位群 {e}でなければ, R はどのような正の整数 nに対しても n次行列環Mn(C)
と C上の代数として同型にならないことを示せ.

[2] (1) L, M が体K の有限次分離拡大であるとき，L⊗K M はいくつかの L の有限次分離拡
大体 L1, . . . , Ln の直積環

∏n
i=1 Li と L代数として同型であることを示せ．

(2) α ∈ C を α15 = 2 なる複素数とし，L = Q(α) とおく．L1, . . . , Ln を C/L の中間体と
する．直積環∏n

i=1 Li が L⊗QL とL代数として同型であるとき，L1, . . . , Ln を求めよ．

[3] M を 2次実正方行列全体からなる集合とし，成分を対応させることにより R4と同一視する．
また Sを 2次実対称行列全体からなる集合とし，

(
a b

b c

)
に (a, b, c) を対応させることによ

り R3 と同一視する．M から S への可微分写像 f を f(X) = tXX により定める．ここで
tX は X の転置行列である．S+ = {Y ∈ S | Y の固有値はいずれも非負} とおく．

(1) f(M) = S+ であることを示せ．
(2) f の臨界点のなす集合を求めよ．ここで臨界点とは微分が全射でない点を意味する．
(3) fの臨界値のなす集合を求めよ．ここで臨界値とは臨界点の像になっている点を意味する．
(4) Y を S+に属し f の臨界値ではない点とする．逆像 f−1({Y }) は, 2つの円周の非交和
であることを示せ．
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[4] kを正の整数とする．k個の正6角形（ただし，内部も含む）を用意して，それらをP1, P2, . . . , Pk

とする．各 iに対して，Piの頂点を順に vi1, . . . , v
i
6 とし 6つの辺を aij =

−−−−→
vijv

i
j+1 とする．こ

こで, j はmod 6 で考える．各 iと j に関して aij と ai+1
j+1 を向きを保って同一視して位相空

間Xk = (P1 ⊔ · · · ⊔ Pk)/ ∼ を構成する．ここでは, iは mod k で，jは mod 6 で取り扱う．

(1) X6 の整係数ホモロジー群を求めよ．
(2) X2 の整係数ホモロジー群を求めよ．

[5] 複素平面 C上の有理型関数 f が，原点 z = 0を通らない任意の区分的になめらかな単純閉曲
線 C，任意の w ∈ Cおよび任意のm ∈ N ∪ {0}に対して∫

C
f(z)(z − w)2m dz = 0

をみたすとする．

(1) f は C \ {0}で正則であることを示せ．
(2) D = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}上の正則関数 g, hが

g(z) =
∞∑

k=−n

akz
k, h(z) =

∞∑
k=0

bkz
k (a−n ̸= 0, b0 ̸= 0)

のようにローラン展開されるとき，積 ghの原点における留数を求めよ．
(3) f は Cで正則であることを示せ．
(4) さらに f が

lim sup
|z|→∞

|f(z)|
log |z|

<∞

をみたすとき，そのような f をすべて求めよ．
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[6] 閉区間 [0, 1]上の実数値ボレル可測関数全体からなる集合をM([0, 1])と表す．各 f ∈M([0, 1])

に対し，実数 α(f)を
α(f) = inf

{
c ≥ 0

∣∣∣ µ(|f | > c) ≤ c
}

と定義する．ただし，µは [0, 1]上のルベーグ測度であり，

µ(|f | > c) = µ
({
x ∈ [0, 1]

∣∣∣ |f(x)| > c
})

である．

(1) 任意の f ∈M([0, 1])に対して，不等式 µ
(
|f | > α(f)

)
≤ α(f)が成り立つことを示せ．

(2) 関数列 {fn}∞n=1 ⊂M([0, 1])に対する以下の条件 (a), (b)が同値であることを示せ．
(a) lim

n→∞
α(fn) = 0である．

(b) 任意の c > 0に対して， lim
n→∞

µ(|fn| > c) = 0が成り立つ．
(3) 関数列 {fn}∞n=1 ⊂ M([0, 1])と f ∈ M([0, 1])が， lim

n→∞
α(fn − f) = 0をみたすとする．

このとき，以下を示せ．
(a) lim

c→∞
sup
n≥1

µ(|fn| > c) = 0が成り立つ．

(b) 任意の連続関数 F : R → Rに対して， lim
n→∞

α
(
F (fn)− F (f)

)
= 0が成り立つ．

[7] I を開区間 (0, 1)とする．L2(I)上の線形作用素K を

Ku(t) =

∫ t

0
u(s) ds (u ∈ L2(I), t ∈ I)

により定める．K のスペクトルを σ(K)，K の固有値全体からなる集合を σp(K)とする．

(1) K は L2(I)上のコンパクト作用素であることを示せ．
(2) 0 ∈ σ(K)であることを示せ．
(3) σ(K)および σp(K)を求めよ．
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