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1 Fermion の 量子化

1.1 Boson の 量子化

Lagrange力学 ⇐⇒ Hamilton力学

L(γ, γ̇)
Legendre変換

⇐⇒ H(q, p)

Liouville方程式
量子化
−−−−−→ Heisenberg描像





y





y

Hamilton方程式
量子化
−−−−−→ Schrödinger描像

古典力学

Hamilton方程式







q̇ = Hp(q, p),

ṗ = −Hq(q, p),
i.e.

d

dt

(

q

p

)

= J

(

Hq

Hp

)

但し、
(

q(0)

p(0)

)

=

(

q

p

)

, J =

(

0 1

−1 0

)

.

Liouville方程式 φ̇ = {φ,H} =

m
∑

j=1

(

∂φ

∂qj

∂H

∂pj
−
∂φ

∂pj

∂H

∂qj

)

こ こ で φ(0, q, p) = φ(q, p).

注意 1：

Hamilton方程式
⊂

−−−−→ 非線形 ODE




y





y

Liouville方程式
⊂

−−−−→ 線形 PDE

注意 2： 並木美喜 雄が 「 光ま た は 電子の よ う な物質粒子を 用い た 干 渉の 実験で 、 そ の 入射波の 強度を しだ

い に 弱く して い っ た ら 、 干 渉図形は 消え て 粒子が 一 つ 一 つ 観 測さ れ る よ う な写真が 実験で と れ ない だ ろ う か 」

と 市ノ 川竹男に 依 頼し、 市ノ 川は 1978.1 岩 波講座現代物理学の 基 礎（ 第 2版） 月報で 写真を 示した 。 そ して 、

粒子性と 波動性の 確 実な把握 の た め の 実験で あ る と した 。

こ う なる と 統計力学と 量子力学の 違い は 何か 、 ＊ ＊ 方程式で 時間 を 虚数に す る こ と と の 関 係、 Fokker-Planck

方程式なる も の を こ の 図式で ど う い う 位 置に 置い た ら よ い の か と か 、 分ら ない こ と だ ら け に なる 。

上の 対応は

Navier-Stokes方程式
⊂

−−−−→ 非線形 PDE




y





y

Hopf方程式
⊂

−−−−→ 線形 FDE

と 一 般化で き る 。 しか し、「 量子化」 に 相当す る 部分は 汎関 数微分方程式 (FDE=Functional Derivative Equations)

に なる だ ろ う 以 上に は 見当が つ か ない 。 McKean や Bourgain等が 非線形偏微分方程式の 不変測度を 探す と 言

う 試みを して い る が 、 量子化と の 関 係や 、 対応す る Fokker-Planck方程式は ど う なる の か 、 私は 知ら ない 。

量子力学

(S) 状態関 数 u(t) の 時間 的変動を 規 制す る 方法：

Schrödinger描像 i~
∂u(t)

∂t
= Ĥu(t) こ こ で u(0) = u, i.e. u(t) = e−i~−1tĤu.
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(H) 力学量演 算子 F̂ (t) の 時間 的変動を 規 制す る 方法：

Heisenberg描像 i~
d

dt
F̂ (t) = [F̂ (t), Ĥ ] こ こ で F̂ (0) = F̂ .

(F) Bohr の 対応原理を 明確 に す る 経路積分表示：

Feynman描像 E(t, 0, q, q) =

∫

Ct,q,q

exp
(

i~−1

∫ t

0

L(γ(s), γ̇(s))ds
)

dF γ(·),

Ct,q,q = {γ ∈ C([0, t] : R
d) | γ(0) = q, γ(t) = q}, E(t, 0, q, q) ∼ D(t, 0, q, q)1/2ei~−1S(t,0,q,q).

1.2 Fermion の 量子化

問題: 電子の 運 動を 表示して い る Dirac方程式、 或 い は 、 Zitterbewegung と よ ば れ る 「 現象」 に は 古典的

対応物が あ る の か ？ 以 下は Feynman (p.355 of Feynman & Hibbs [4]） か ら の 引 用：

· · · path integrals suffer grievously from a serious defect. They do not permit a discussion of

spin operators or other such operators in a simple and lucid way. They find their greatest use

in systems for which coordinates and their conjugate momenta are adequate. Nevertheless, spin

is a simple and vital part of real quantum-mechanical systems. It is a serious limitation that

the half-integral spin of the electron does not find a simple and ready representation. It can

be handled if the amplitudes and quantities are considered as quaternions instead of ordinary

complex numbers, but the lack of commutativity of such numbers is a serious complication.

2 問題の 設定

自由 Dirac方程式の 初期 値問題は 、 与え ら れ た 初期 値 ψ(q) に 対して 以 下を 満た す ψ(t, q) : R×R3 → C4

を 求 め る こ と で あ る ：






i~
∂

∂t
ψ(t, q) = Hψ(t, q)

ψ(0, q) = ψ(q)

(1)

こ こ で

H = −i~c
3
∑

k=1

αααk
∂

∂qk
+mc2βββ,

~, c, m は 物理定数, ψ(t, q) = t(ψ1(t, q), ψ2(t, q), ψ3(t, q), ψ4(t, q)), ま た {αααk,βββ} は Clifford 関 係式

αααjαααk +αααkαααj = 2δjkI4, αααkβββ +βββαααk = 0, βββ2 = I4

を 満た す も の で あ る 。 以 下で は {αααk,βββ} の Dirac行列表現を 用い る ：

βββ =

(

I2 0

0 −I2

)

, αααk =

(

0 σσσk

σσσk 0

)

,

σσσ1 =

(

0 1

1 0

)

, σσσ2 =

(

0 −i

i 0

)

, σσσ3 =

(

1 0

0 −1

)

, I2 =

(

1 0

0 1

)

.

問題： 非相対論的量子力学に お け る 速度作用素の 時間 変化は 、 q̂H
j (t) = ei~−1tHq̂je

−i~−1tH, H = |p̂|2

2m +V (q),

|p̂|2 =
∑3

j=1 p̂
2
j = −~2∆q と して 、

i~
d

dt
q̂H
j (t) = [q̂H

j (t),H]− =
p̂j

m
= v̂j ,
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即ち 、 mv̂j = p̂j と い う 比例関 係が あ る 。

Dirac方程式の 場合は 以 下に 示さ れ る よ う に

i~
d

dt
q̂H
j (t) = [q̂H

j (t),H]− = cαααj

で 、 速度と 運 動量と は 無関 係に なっ て しま う 。 更に 、 αααj の 固有値は ±1 だ か ら 、「 電子」 は 光速度で 走っ て い

る こ と に なっ て しま う が 、 観 測さ れ る も の は 光速度以 下で あ る 。 と こ ろ で [αααj ,H]− 6= 0 だ か ら q̂H
j (t) は 運 動の

恒量で は なく 、 観 測して い る も の は

〈αααj〉 =

∫

ψ†αααjψdx

/∫

ψ†ψdx

で 、「 電子」 の 瞬間 速度は 光速度に 達した と して も 、 電子は 絶え ず 行き つ 戻り つ し平均す れ ば 光速度以 下で 進

む 。（ 西島和彦「 相対論的量子力学」 p32 ）

ま た 、 波動即粒子、 粒子即波動と い う 西田哲学め い た 命題 が 量子論で は 何の 矛盾も なく 成立す る と い う

の だ が ？（ 朝永 振一 郎「 スピ ン は め ぐ る 」 で は 第 2量子化を 用い て 説明して い る 、 p164 か ら の 断章取義 的引 用。

事の 序で に の 経路積分的説明と の 関 連は ？ ）

Pauli が 言っ た と さ れ て い る 古典的に 記 述不可能な２ 価性 と は ？ そ の 解決策は ？

補題 1 p̂k = −i~∂qk
と して

[αααj ,H]± = c[αααj ,αααk]±p̂k +mc2[αααj ,βββ]± =







−2ci~δjk∂qk
但し +,

−2ci~(1− δjk)αααjαααk∂qk
+ 2mc2αααjβββ 但し −,

[βββ,H]± =







2mc2 但し +,

−2ci~βββαααk∂qk
但し −.

[q̂j ,H]− = i~cαααj , [p̂k,H]− = 0.

こ れ よ り 、

q̂H
j (t) = ei~−1tHq̂je

−i~−1tH, p̂H
k (t) = ei~−1tHp̂ke

−i~−1tH

と 定義 して 、 Dirac方程式に 対応す る Heisenberg描像の 一 部を 得る ：

i~
d

dt
q̂H
j (t) = [q̂H

j (t),H]−, i~
d

dt
p̂H

k (t) = [p̂H
k (t),H]−.

3 Zitterbewegung の 物理的解釈

3.1 速度作用素

さ て

αααH
j (t) = ei~−1tHαααje

−i~−1tH, p̂H
j (t) = ei~−1tHp̂je

−i~−1tH etc,

H
2 = |H|2I4 = (−c2~

2∆q + c4m2)I4 よ り H
−1 =

H

|H|2

と お き 、 前の 補題 1 を 用い る と

i~
d

dt
αααH

j (t) = 2H(αααH
j (t)−H

−1p̂H
j (t)) 但し j = 1, 2, 3,

と なる 。 そ こ で

η̂H
j (t) = αααH

j (t)− cH−1p̂j 但し j = 1, 2, 3,

と 定義 す る と

i~
d

dt
η̂H

j (t) = 2Hη̂H
j (t) = [H, η̂H

j (t)]−.
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補題 1 よ り

[η̂H
j (t),H]+ = 0 = [η̂j ,H]+,

と なる か ら 、

η̂H
j (t) = e−2i~−1tHη̂j = ei~−1tHη̂je

−i~−1tH,

と なり 、 “η̂H
j (t)” と い う 表現は 妥当で あ る 。

さ て q̂j を 掛け 算作用 qj× と して 、

q̂H
j (t) = ei~−1tHq̂je

−i~−1tH

と し

q̂C,j(t) = q̂j + c2tH−1p̂j , q̂Z,j(t) =
1

2
i~cη̂jH

−1e−2i~−1tH =
1

2
i~cη̂H

j (t)H−1

と お く と 、

補題 2 以 下の よ う に 分解さ れ る ：

q̂H
j (t) = q̂C,j(t) + q̂Z,j(t)

略証：
d

dt
q̂H
j (t) = cαααH

j (t) = c2H
−1p̂j + cη̂je

−2i~−1tH.

を 0 か ら t ま で 積分せ よ 。 �

注意 ： q̂C(t) は 相対的点質量の 位 置作用素で 、 q̂Z(t) は マ クロ スコピ ックな高振動数の Zitterbewegung を

表す 。 ま た 、 c2H−1p̂j は 古典的速度作用素、 q̂Z,j = cη̂je
−2i~−1tH は 速度作用素の Zitterbewegung で あ る 。

4 Zitterbewegung—ATLOM の 解釈

微分作用素 H を Fourier変換 して

H(p) = cαααjpj +mc2βββ = c













mc 0 p3 p1 − ip2

0 mc p1 + ip2 −p3

p3 p1 − ip2 −mc 0

p1 + ip2 −p3 0 −mc













が 得ら れ る 。 こ こ で H2(p) = c2|p|2mcI4, |p|mc =
√

m2c2 + |p|2 を 用い て

i~
∂

∂t
ψ̂(t, p) = H(p)ψ̂(t, p)

の 解は 、

e−i~−1tH(p) = cos(c~−1t|p|mc)I4 −
i

c|p|mc
sin(c~−1t|p|mc)H(p).

但し、 こ れ で は 、「 古典力学」 が 見え て こ ない し Bohr の 対応原理が あ る の か ど う か も 分ら ない 。

主定理 1 (Dirac方程式の 解の 経路積分的表現)

ψ(t, q) = [
(

(2π)−3/2eπi/4

∫∫

R3|3

dξdπD1/2(t, x̄, θ̄, ξ, π)ei~−1S(t,x̄,θ̄,ξ,π)F(]ψ)(ξ, π)
)

∣

∣

∣

∣

∣

x̄B=q

.

こ こ で 、 S(t, x̄, θ̄, ξ, π) と D(t, x̄, θ̄, ξ, π) は そ れ ぞ れ 、 Hamilton-Jacobi方程式と 連続の 方程式の 解、 F は スー

パ ー 空間 R3|3 上の 関 数に 対す る Fourier変換 で あ る 。
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4.1 証明の 概要

　 (1) “spinor” ψ(t, q) : R× R3 → C4 を スー パ ー 偶 関 数 u(t, x, θ) : R×R3|3 → Cev と 同一 視す る .

C
4 3













ψ1

ψ2

ψ3

ψ4













]
→
←
[

u(θ) = u0 + u1θ1θ2 + u2θ2θ3 + u3θ3θ1

こ こ で 、 R
3|3 は スー パ ー 空間 、 uj−1(t, x) は ψj(t, q) (j = 1, 2, 3, 4) の Grassmann接続で あ る 。

(2) スピ ン を スー パ ー 空間 上の スー パ ー 偶 関 数と し、 Dirac行列は スー パ ー 関 数に 働く 微分作用素と 見な

す 変換 で 、 偏微分方程式系H(−i~∂x, θ, ∂θ) は

H
(

~

i

∂

∂x
, θ,

∂

∂θ

)

= c
(

θ3 +
∂

∂θ3

)[(

θ1 −
∂

∂θ1

)

~

i

∂

∂x1
+ i
(

θ1 +
∂

∂θ1

)

~

i

∂

∂x2

−
(

θ2 −
∂

∂θ2

)

~

i

∂

∂x3

]

+mc2
(

θ3 +
∂

∂θ3

)(

θ3 −
∂

∂θ3

)

,

と なり 、 スー パ ー 空間 上の Dirac方程式は

i~
∂

∂t
u(t, x, θ) = H

(

~

i

∂

∂x
, θ,

∂

∂θ

)

u(t, x, θ)(2)

と 表示さ れ る 。 更に 、 H
(

~

i
∂
∂x , θ,

∂
∂θ

)

の 完 全Weyl象表は

H(ξ, θ, π) = c(θ3 + ik̄−1π3)[(ξ1 + iξ2)θ1 − ik̄
−1(ξ1 − iξ2)π1 − ξ3(θ2 − ik̄

−1π2)]− 2imc2k̄−1θ3π3.

こ こ で 、 k̄ 6= 0 は 奇 変数に 関 す る Fourier変換 に 際し勝手に 導入した 定数で あ る 。 こ れ が 、 T ∗
R

3|3 = R
6|6 上

の スー パ ー Hamiltonian 関 数で あ る 。

(3) そ こ で H(ξ, θ, π) に 対応す る 古典力学の 流れ (Hamilton Flow) を 考察す る ：














d

dt
xj =

∂H(t, x, ξ, θ, π)

∂ξj
,

d

dt
ξk = −

∂H(ξ, θ, π)

∂xk
= 0,

d

dt
θl = −

∂H(ξ, θ, π)

∂πl
,

d

dt
πm = −

∂H(ξ, θ, π)

∂θm
.

即ち 、 supersymplectic行列 J を

J =













0 I3 0 0

−I3 0 0 0

0 0 0 −I3

0 0 −I3 0













: R
6|6 → R

6|6.

と して

d

dt













x

ξ

θ

π













= J













∂xH(ξ, θ, π)

∂ξH(ξ, θ, π)

∂θH(ξ, θ, π)

∂πH(ξ, θ, π)













こ こ で













x(0)

ξ(0)

θ(0)

π(0)













=













x

ξ

θ

π













.

こ の 古典力学の 方程式を 解い て 、

S0(t, x, ξ, θ, π) =

∫ t

0

{〈ẋ(s)|ξ(s)〉+ 〈θ̇(s)|π(s)〉 − H(ξ(s), θ(s), π(s))}ds.

と し、 以 下の よ う に 定義 す る ：

S(t, x̄, ξ, θ̄, π) = 〈x|ξ〉+ ~k̄−1〈θ|π〉+ S0(t, x, ξ, θ, π)

∣

∣

∣

∣

∣x=y(t,x̄,ξ,θ̄,π)

θ=ω(t,x̄,ξ,θ̄,π)

.
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命題 3 自由 Dirac方程式に 対して 、 S(t, x̄, ξ, θ̄, π) は

S(t, x̄, ξ, θ̄, π) = 〈x̄|ξ〉+ ~k̄−1〈θ̄|π〉+ B̄(t)[2i~k̄−1mcθ̄3π3 + (~k̄−1 − 1)(iθ̄3Π + k̄−1Ππ3)

+ k̄(Θ̄− ik̄−1Π)(θ̄3 + i~k̄−2π3)]

と 具 体的に 計算さ れ る 。 こ こ で

B̄(t) = Ā(t)δ̄−1(t), Ā(t) = a(t)− 2imcb(t), δ̄(t) = 1− 2b(t)|ξ|2 − 2imc Ā(t),

a(t) =
sin 2νt

2|ξ|mc
, b(t) =

1− cos 2νt

4|ξ|2mc

, ν = ck̄−1|ξ|mc, |ξ|2mc = |ξ|2 +m2c2 か つ

Θ̄ = (ξ
1

+ iξ
2
)θ̄1 − ξ3θ̄2, Π = (ξ

1
− iξ

2
)π1 − ξ3π2.

こ の 関 数は 、 ~ = k̄なら ば Hamilton-Jacobi方程式を 満た す :







∂

∂t
S(t, x̄, ξ, θ̄, π) +H

(∂S

∂x̄
, θ̄,

∂S

∂θ̄

)

= 0,

S(0, x̄, ξ, θ̄, π) = 〈x̄|ξ〉+ 〈θ̄|π〉.

次に

D(t, x̄, ξ, θ̄, π) = (−1)3 sdet





∂2S
∂x̄ ∂ξ

∂2S
∂x̄ ∂π

∂2S
∂θ̄ ∂ξ

∂2S
∂θ̄ ∂π



 ,

と お く と

命題 4

D(t, x̄, ξ, θ̄, π) = (~k̄−1)−3δ̄(t).

で あ り 、 こ れ は ~ = k̄ の と き 、 以 下の 連続方程式を 満た す :











∂

∂t
D +

∂

∂x̄

(

D
∂H

∂ξ

)

+
∂

∂θ̄

(

D
∂H

∂π

)

= 0,

D(0, x̄, ξ, θ̄, π) = 1.

上の 表示で D の 独立変数は (t, x̄, ξ, θ̄, π), 一 方Hξ と Hπ の 独立変数は (Sx̄, θ̄,Sθ̄) で あ る 。

(4) (以 降、 量子化す る と き は 独立変数の 並べ 方を (x̄, ξ, θ̄, π) か ら (x̄, θ̄, ξ, π) に 変え る ) ı3 = e3πi/4 と して

(U(t)u)(x̄, θ̄) = (2π~)−3/2ı3k̄
3/2

∫∫

dξdπD1/2(t, x̄, θ̄, ξ, π)ei~−1S(t,x̄,θ̄,ξ,π)Fu(ξ, π).

~ = k̄ の と き 、 u(t, x̄, θ̄) = (U(t)u)(x̄, θ̄) が 方程式(2) の 解と なる こ と が 示さ れ る 。

一 方、 Fourier変換 を 用い て

H
(

~

i

∂

∂x
, θ,

∂

∂θ

)

= Ĥ

と なる こ と が 分る 。 こ こ で Weyl型擬微分作用素 Ĥ は 表象H(ξ, θ, π) を も つ ：

(Ĥu)(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫∫

dξdπdydω ei~−1〈x−y|ξ〉+ik̄−1〈θ−ω|π〉H

(

ξ,
θ + ω

2
, π

)

u(y, ω).

(6) Zitterbewegung の 古典的対応物は 次の 定理で 与え ら れ る ：
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定理 5 各 j = 1, 2, 3, と ψ ∈ C∞
0 (R3 : C)4 に 対して

ei~−1tHq̂je
−i~−1tHψ = q̂H

C,j(t)ψ + q̂H
Z,j(t)ψ = [x̂C,j(t)]ψ + [x̂Z,j(t)]ψ = [x̂j(t)]ψ.

こ こ で 、 q̂j は qj の 掛け 算、 x̂j(t) は 表象 xj(t, x, ξ, θ, π) を も つ R3|3上の Weyl型擬微分作用素、 q̂H
C,j(t) と q̂H

Z,j(t)

は

q̂H
C,j(t) = q̂j + c2p̂jH

−1t,

q̂H
Z,j(t) = ~

(cαααj

|H|
−
c2p̂jH

|H|3

)

sin(~−1t|H|) cos(~−1t|H|) + i~

∑

k 6=j αααkαααj p̂k + dβββαααj

|H|2
sin2(~−1t|H|).

作用素 x̂C,j(t) と x̂Z,j(t) の Weyl表象は

xj(t, x, ξ, θ, π) = xC,j(t, x, ξ, θ, π) + xZ,j(t, x, ξ, θ, π),

と 分解さ れ る 。 こ こ で 、

xC,j(t, x, ξ, θ, π) = xj +
tξ

j

|ξ|2mc

H(ξ, θ, π),

xZ,j(t, x, ξ, θ, π) = ~
sin(c~−1t|ξ|mc) cos(c~−1t|ξ|mc)

|ξ|mc

[

αj−
ξ

j
H(ξ, θ, π)

c|ξ|2mc

]

+i~
sin2(c~−1t|ξ|mc)

|ξ|2mc

[

∑

k 6=j

ξ
k
αkαj+dβαj

]

,

か つ 、 αj , β は 作用素 ]αααj[, ]βββ[ の Weyl表象で あ る 。

A 4× 4行列の 分解公式













b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

b41 b42 b43 b44













=
1

4
(b11 + b22 + b33 + b44)I4

+
1

4
(b11 + b22 − b33 − b44)βββ +

1

4
(b14 + b23 + b32 + b41)ααα1

+
i

4
(b14 − b23 + b32 − b41)ααα2 +

1

4
(b13 − b24 + b31 − b42)ααα3

+
1

4
(b14 + b23 − b32 − b41)βββααα1 +

i

4
(b14 − b23 − b32 + b41)βββααα2

+
1

4
(b13 − b24 − b31 + b42)βββααα3 +

i

4
(−b11 + b22 − b33 + b44)ααα1ααα2

+
1

4
(−b12 + b21 − b34 + b43)ααα1ααα3 +

i

4
(−b12 − b21 − b34 − b43)ααα2ααα3

+
i

4
(−b11 + b22 + b33 − b44)βββααα1ααα2 +

1

4
(−b12 + b21 + b34 − b43)βββααα1ααα3

+
i

4
(−b12 − b21 + b34 + b43)βββααα2ααα3 +

i

4
(−b13 − b24 − b31 − b42)ααα1ααα2ααα3

+
i

4
(−b13 − b24 + b31 + b42)βββααα1ααα2ααα3.

証明. σσσ1σσσ2 = iσσσ3, σσσ2σσσ3 = iσσσ1, σσσ3σσσ1 = iσσσ2 よ り

βββαααk =

(

0 σσσk

−σσσk 0

)

, ααα1ααα2 =

(

iσσσ3 0

0 iσσσ3

)

, ααα2ααα3 =

(

iσσσ1 0

0 iσσσ1

)

,

ααα3ααα1 =

(

iσσσ2 0

0 iσσσ2

)

, βββααα1ααα2 =

(

iσσσ3 0

0 −iσσσ3

)

, βββααα2ααα3 =

(

iσσσ1 0

0 −iσσσ1

)

,

βββααα3ααα1 =

(

iσσσ2 0

0 −iσσσ2

)

, ααα1ααα2ααα3 =

(

0 iI2

iI2 0

)

, βββααα1ααα2ααα3 =

(

0 iI2

−iI2 0

)

.
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後は 単純な計算で 求 め る 式が 得ら れ る 。 �

注意 : Gamma行列 {γγγk} を

γγγk = −iβββαααk (k = 1, 2, 3), γγγ4 = βββ

と 定め る と γγγµγγγν + γγγνγγγµ = 2δµνI4 で あ り










































I4 scalar

γγγµ vector

γγγµγγγν (µ 6= ν) anti-symmetric tensor

γγγµγγγνγγγσ (µ 6= ν 6= σ 6= µ) axial vector

γγγµγγγνγγγσγγγρ (all of µ, ν, σ, ρ are distinct) pseudo-scalar

スー パ ー 空間 上の 微分作用素と して の 表現:

C
4 3













ψ1

ψ2

ψ3

ψ4













]
→
←
[

u(θ) = u0 + u1θ1θ2 + u2θ2θ3 + u3θ3θ1

こ こ で uj−1 = ψj (j = 1, 2, 3, 4).

す る と 、 スー パ ー 空間 上の 微分作用素と して














































α1

(

θ,
∂

∂θ

)

=
(

θ3 +
∂

∂θ3

)(

θ1 −
∂

∂θ1

)

,

α2

(

θ,
∂

∂θ

)

= i
(

θ3 +
∂

∂θ3

)(

θ1 +
∂

∂θ1

)

,

α3

(

θ,
∂

∂θ

)

= −
(

θ3 +
∂

∂θ3

)(

θ2 −
∂

∂θ2

)

,

β
(

θ,
∂

∂θ

)

=
(

θ3 +
∂

∂θ3

)(

θ3 −
∂

∂θ3

)

= 1− 2θ3
∂

∂θ3
,

と お く と










[α1

(

θ,
∂

∂θ

)

]ψ = ααα1ψ, [α2

(

θ,
∂

∂θ

)

]ψ = ααα2ψ,

[α3

(

θ,
∂

∂θ

)

]ψ = ααα3ψ, [β
(

θ,
∂

∂θ

)

]ψ = βββψ.

こ れ よ り 、






















































































































(]βββααα1[)(θ, ∂θ) = (θ1 − ∂θ1
)(θ3 − ∂θ3

),

(]βββααα2[)(θ, ∂θ) = i(θ1 + ∂θ1
)(θ3 − ∂θ3

),

(]βββααα3[)(θ, ∂θ) = −(θ2 − ∂θ2
)(θ3 − ∂θ3

),

(]ααα1ααα2[)(θ, ∂θ) = i(1− 2θ1∂θ1
),

(]ααα1ααα3[)(θ, ∂θ) = (θ1 − ∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

),

(]ααα2ααα3[)(θ, ∂θ) = i(θ1 + ∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

),

(]βββααα1ααα2[)(θ, ∂θ) = i(1− 2θ1∂θ1
)(1− 2θ3∂θ3

),

(]βββααα1ααα3[)(θ, ∂θ) = (θ1 − ∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

)(1− 2θ3∂θ3
),

(]βββααα2ααα3[)(θ, ∂θ) = i(θ1 + ∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

)(1− 2θ3∂θ3
),

(]ααα1ααα2ααα3[)(θ, ∂θ) = i(1− 2θ1∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

)(θ3 + ∂θ3
),

(]βββααα1ααα2ααα3[)(θ, ∂θ) = −i(1− 2θ1∂θ1
)(θ2 − ∂θ2

)(θ3 − ∂θ3
).
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こ れ ら の 微分作用素に 対応す る Weyl表象は






























α1(θ, π) = σw(]ααα1[)(θ, π) = (θ3 + iπ3)(θ1 − iπ1),

α2(θ, π) = σw(]ααα2[)(θ, π) = i(θ3 + iπ3)(θ1 + iπ1),

α3(θ, π) = σw(]ααα3[)(θ, π) = −(θ3 + iπ3)(θ2 − iπ2),

β(θ, π) = σw(]βββ[)(θ, π) = (θ3 + iπ3)(θ3 − iπ3) = −2iθ3π3.

で あ り 、 こ れ ら の 作用素の 合成の 表象は






















































































































σw(]βββααα1[)(θ, π) = (θ1 − iπ1)(θ3 − iπ3),

σw(]βββααα2[)(θ, π) = i(θ1 + iπ1)(θ3 − iπ3),

σw(]βββααα3[)(θ, π) = −(θ2 − iπ2)(θ3 − iπ3),

σw(]ααα1ααα2[)(θ, π) = −2iθ1π1,

σw(]ααα1ααα3[)(θ, π) = (θ1 − iπ1)(θ2 − iπ2),

σw(]ααα2ααα3[)(θ, π) = i(θ1 + iπ1)(θ2 − iπ2),

σw(]βββααα1ααα2[)(θ, π) = 4iθ1θ3π1π3,

σw(]βββααα1ααα3[)(θ, π) = −2i(θ1 − iπ1)(θ2 − iπ2)θ3π3,

σw(]βββααα2ααα3[)(θ, π) = 2(θ1 + iπ1)(θ2 − iπ2)θ3π3,

σw(]ααα1ααα2ααα3[)(θ, π) = 2θ1π1(θ2 − iπ2)(θ3 + iπ3),

σw(]βββααα1ααα2ααα3[)(θ, π) = −2θ1π1(θ2 − iπ2)(θ3 − iπ3).

問題： Dirac の 導入した Clifford 関 係式の 行列表現に は 、 Standard(or Dirac-Pauli), Supersymmetric,

Weyl(or spinor), Majorana等の 色々 な表現が あ る 。 こ れ ら を 、 スー パ ー 空間 上の 微分作用素の 変数変換 公式と

して 理解で き ない も の か ？

B 自由Weyl方程式

C
2 3

(

ψ1

ψ2

)

]
→
←
[

u(θ) = u0 + u1θ1θ2 ∈ Cev こ こ で u0 = ψ1, u1 = ψ2.

λ ∈ C× = C− {0} を 任意 に 導入した 定数と して

σ1

(

√

i

λ
θ,

√

λ

i

∂

∂θ

)

= iλ−1
(

θ1θ2 + λ2 ∂2

∂θ1∂θ2

)

,

σ2

(

√

i

λ
θ,

√

λ

i

∂

∂θ

)

= −λ−1
(

θ1θ2 − λ
2 ∂2

∂θ1∂θ2

)

,

σ3

(

√

i

λ
θ,

√

λ

i

∂

∂θ

)

= 1− θ1
∂

∂θ1
− θ2

∂

∂θ2
.

注意 ： |λ| = 1 の と き 、 {[σj(θ,−iλ∂θ)]} は ユ ニタリ 行列で 、 特に λ = iなる と き 通常の Pauli行列に なる 。

ま た 、 k̄ ∈ R× 或 い は ∈ iR× (R× = R− {0}) を 奇 変数に 関 す る Fourier変換 に 導入さ れ た 任意 の 定数と

して 、 Weyl方程式に 対す る 表象が

H(ξ, θ, π) = icλ−1(θ1θ2 − λ
2k̄−2π1π2)ξ1 − cλ

−1(θ1θ2 + λ2k̄−2π1π2)ξ2 − ick̄
−1(θ1π1 + θ2π2)ξ3

= icλ−1(ξ1 + iξ2)θ1θ2 − icλk̄
−2(ξ1 − iξ2)π1π2 − ick̄

−1ξ3(θ1π1 + θ2π2).
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Hamilton flows:














































































































d

dt
x1 = icλ−1(θ1θ2 − λ

2k̄−2π1π2) = cσ1(θ, π),

d

dt
x2 = −cλ−1(θ1θ2 + λ2k̄−2π1π2) = cσ2(θ, π),

d

dt
x3 = −ick̄−1(θ1π1 + θ2π2) = cσ3(θ, π),

d

dt
ξj = 0 但し j = 1, 2, 3,

d

dt
θ1 = icλk̄−2(ξ1 − iξ2)π2 − ick̄

−1ξ3θ1,

d

dt
θ2 = −icλk̄−2(ξ1 − iξ2)π1 − ick̄

−1ξ3θ2,

d

dt
π1 = −icλ−1(ξ1 + iξ2)θ2 + ick̄−1ξ3π1,

d

dt
π2 = icλ−1(ξ1 + iξ2)θ1 + ick̄−1ξ3π2.

こ こ で 、 d
dtξj = 0, i.e. ξj(t) = ξ

j
が ポ イ ン ト！

上式を 書き 直す と 、

d

dt













θ1

θ2

π1

π2













= icX













θ1

θ2

π1

π2













こ こ で













θ1(0)

θ2(0)

π1(0)

π2(0)













=













θ1

θ2

π1

π2













.

こ こ で

X =













−k̄−1ξ3 0 0 λk̄−2(ξ1 − iξ2)

0 −k̄−1ξ3 −λk̄−2(ξ1 − iξ2) 0

0 −λ−1(ξ1 + iξ2) k̄−1ξ3 0

λ−1(ξ1 + iξ2) 0 0 k̄−1ξ3













.

X2 = k̄−2|ξ|2I4 と なる か ら

eictX = cos(ck̄−1t|ξ|)I4 + ik̄|ξ|−1 sin(ck̄−1t|ξ|)X.

以 降、 η = ξ
1
+ iξ

2
, η̄ = ξ

1
− iξ

2
と い う 記 号を 使う 。

一 方、

σ1(t) = iλ−1(θ1(t)θ2(t)− λ
2k̄−2π1(t)π2(t)),

σ2(t) = −λ−1(θ1(t)θ2(t) + λ2k̄−2π1(t)π2(t)),

σ3(t) = −ik̄−1(θ1(t)π1(t) + θ2(t)π2(t)),

と お き 、 t に 関 して 微分して

d

dt







σ1

σ2

σ3






= 2ck̄−1

Y







σ1

σ2

σ3






こ こ で Y =







0 −ξ3 ξ2

ξ3 0 −ξ1

−ξ2 ξ1 0






.

こ れ よ り 、

Y
2 =







−ξ23 − ξ
2
2 ξ2ξ1 ξ3ξ1

ξ1ξ2 −ξ23 − ξ
2
1 ξ3ξ2

ξ1ξ3 ξ2ξ3 −ξ22 − ξ
2
1






か つ Y

3 = −|ξ|2Y,
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と なる か ら 、

e2ck̄−1tY = I3 + |ξ|−1 sin(2ck̄−1t|ξ|)Y + |ξ|−2(1− cos(2ck̄−1t|ξ|))Y2.

即ち 、「 行列構造」 は 以 下の よ う に 「 変化」 す る 。

σ1(s) = σ1 + sin(2ck̄−1s|ξ|)|ξ|−1(−ξ
3
σ2 + ξ

2
σ3)

+ (1− cos(2ck̄−1s|ξ|))|ξ|−2
[

− (ξ2
2
+ ξ2

3
)σ1 + ξ

1
ξ
2
σ2 + ξ

1
ξ
3
σ3

]

,

σ2(s) = σ2 + sin(2ck̄−1s|ξ|)|ξ|−1(ξ
3
σ1 − ξ1σ3)

+ (1− cos(2ck̄−1s|ξ|))|ξ|−2
[

ξ
1
ξ
2
σ1 − (ξ2

1
+ ξ2

3
)σ2 + ξ

2
ξ
3
σ3

]

,

σ3(s) = σ3 + sin(2ck̄−1s|ξ|)|ξ|−1(−ξ
2
σ1 + ξ

1
σ2)

+ (1− cos(2ck̄−1s|ξ|))|ξ|−2
[

ξ
1
ξ
3
σ1 + ξ

2
ξ
3
σ2 − (ξ2

1
+ ξ2

2
)σ3

]

.

C Miscellaneous

E,E1, E2 ∈ /CSS,ev(T
∗Rm|n) と O,O1, O2 ∈ /CSS,od(T

∗Rm|n) に 対して 、 次数付き (graded) Poisson 括 弧

{{, }} を 以 下の よ う に 定め る ：















































{{E1, E2}} =

m
∑

j=1

(∂E1

∂xj

∂E2

∂ξj
−
∂E2

∂xj

∂E1

∂ξj

)

+

n
∑

k=1

(∂E1

∂θk

∂E2

∂πk
−
∂E2

∂θk

∂E1

∂πk

)

,

{{E,O}} =
m
∑

j=1

( ∂E

∂xj

∂O

∂ξj
−
∂O

∂xj

∂E

∂ξj

)

+
n
∑

k=1

( ∂E

∂θk

∂O

∂πk
+
∂O

∂θk

∂E

∂πk

)

,

{{O1, O2}} =
m
∑

j=1

(∂O1

∂xj

∂O2

∂ξj
+
∂O2

∂xj

∂O1

∂ξj

)

−
n
∑

k=1

(∂O1

∂θk

∂O2

∂πk
+
∂O2

∂θk

∂O1

∂πk

)

.

す る と 、 H ∈ /CSS,ev(T
∗Rm|n) か ら 定ま る 古典力学は







d

dt
ϕ(t) = {{ϕ(t),H}},

ϕ(0) = ϕ(X,Ξ)

に よ っ て 支配さ れ る 。 こ こ で 、 ϕ ∈ /CSS(T
∗Rm|n) で あ り 、 特性曲線の 方法で ϕ(t) = ϕ(X(t),Ξ(t)) と なる ：

X(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), θ1(t), θ2(t), θ3(t)),

Ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t), π1(t), π2(t), π3(t)),

xj(t) = xj(t, x, ξ, θ, π), θk(t) = θk(t, x, ξ, θ, π), etc

X = X(0) = (x, ξ, θ, π), Ξ = Ξ(0) = (x, ξ, θ, π).

Fourier変換 を 用い て 、























































x̂ju(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫

R3|3×R3|3

dξdπdx′dθ′ei~−1〈x−x′|ξ〉+ik̄−1〈θ−θ′|π〉
xj + x′j

2
u(x′, θ′),

ξ̂ku(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫

R3|3×R3|3

dξdπdx′dθ′ei~−1〈x−x′|ξ〉+ik̄−1〈θ−θ′|π〉ξku(x
′, θ′),

θ̂lu(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫

R3|3×R3|3

dξdπdx′dθ′ei~−1〈x−x′|ξ〉+ik̄−1〈θ−θ′|π〉 θl + θ′l
2

u(x′, θ′),

π̂mu(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫

R3|3×R3|3

dξdπdx′dθ′ei~−1〈x−x′|ξ〉+ik̄−1〈θ−θ′|π〉πmu(x
′, θ′)
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と 定め る と 、

x̂ju(x, θ) = xju(x, θ), ξ̂ku(x, θ) =
~

i

∂

∂xk
u(x, θ) 但し j, k = 1, 2, 3,

θ̂lu(x, θ) = θlu(x, θ), π̂mu(x, θ) =
k̄

i

∂

∂θm
u(x, θ) 但し l,m = 1, 2, 3.

こ れ よ り 、

[ξ̂k, x̂j ]− =
~

i
δjk, [π̂m, θ̂l]+ =

k̄

i
δlm.

作用素 Â の 偶 奇 p(Â) を







p(Â) = 1 も し Â が スー パ ー 関 数の 偶 奇 を 変え る 作用素,

p(Â) = 0 も し Â が スー パ ー 関 数の 偶 奇 を 変え ない 作用素

と し、 次数付き 交換 子 (graded commutator) [[·, ·]] を

[[Â, B̂]] = ÂB̂ − (−1)p(Â)p(B̂)B̂Â,(3)

と 定め る 。 す る と 、 SCCR(=super canonical commutation relation) が 求 ま る ：

[[Ξ̂K , X̂J ]] =

(

~

i

)1−p(X̂J )p(Ξ̂K)(
k̄

i

)p(X̂J )p(Ξ̂K)

δJK 但し J,K = 1, · · · , 6.

更に

Ĥu(x, θ) = (2π~)−3ı23k̄
3

∫

R3|3×R3|3

dξdπdx′dθ′

× ei~−1〈x−x′|ξ〉+ik̄−1〈θ−θ′|π〉H
(

ξ,
θ + θ′

2
, π
)

u(x′, θ′),

α̂ju(x, θ) = ı23k̄
3

∫

R0|3×R0|3

dπdθ′eik̄−1〈θ−θ′|π〉αj

(θ + θ′

2
, π
)

u(x, θ′),

β̂u(x, θ) = ı23k̄
3

∫

R0|3×R0|3

dπdθ′eik̄−1〈θ−θ′|π〉β
(θ + θ′

2
, π
)

u(x, θ′).

Fermion の 量子化： Liouville か ら Heisenberg へ







d

dt
ϕ(t) = {{ϕ(t),H}},

ϕ(0) = ϕ(X,Ξ),

量子化
−→







i~
d

dt
ϕ̂H(t) = [[ϕ̂H (t), Ĥ]],

ϕ̂H(0) = ϕ̂.

上式が Fermion に 対応す る Heisenberg描像で あ り 、 前に 述べ た 解の 経路積分表示が Feynman の 求 め ら れ な

か っ た も の で あ る 。 ４元数を 使う と い う Feynman の 考え 方の 方向性は そ れ 程間 違っ て い なか っ た と も 言え る

が 、 可算無限個の 生成元 {σj} を 用い た スー パ ー 数R, C の 導入の 必然性は 考え つ か なく て も 当然で あ ろ う 。
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