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序：何故、今さら積分論なのか？
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1

Lebesgu の各種収束定理の条件をおまじないとして唱えると、あら不思議e 、極限操作と積分操作が入れ

替えられる。この条件の

2

chec がk Rieman 積分のそれと比較して容易なので、n Lebesgu 積分はe Riema 積

分の上位概念であると思い込まされ、実際思い込んでもきた

nn

。3 Lebesgu 積分に基礎をおいた確率論や関数解

析的方法による偏微分方程式の研究の発展も、この思い込みに疑いを差し挟むことを躊躇させた。

ところが、

e

Lebesgu 積分論は「究極の積分論なのか？」e という素朴な疑問を持った人々が古くからあ

り、それが例えば、

4

Perron-Den 達だった。彼等はjoy Lebesgu 積分論を精密化することで「究極の積分論？」

を得たはずなのだが、議論が煩雑なので理論自体はほとんど打ち捨てられていた。

e

195 年代後半になって、0

Kurzwei とl Henstoc が独立に、k

Rieman 積分論をちょっと「柔らかくした」積分論n

を展開し、これが実は

5

Perron-Denjo 積分と同値であることが後になって示されたy 。この小論はその理論を

紹介し、特に

6

測度論無し“ での「新しい装いの” 次元版積分」の効用を述べてみたい。多次元の場合は別に述

べることにするが、多次元での発散定理と

1

Fubi の定理を共に究極的に整備することはできないni 、というこ

とは注目に値する。

7

既存の微分積分学の基本定理について

定理

1

1.1 (Rieman 積分での微分積分学の基本定理n ) (1) がf I = [a, b 上] Riema 可積分であり、nn 上原始

関数

I

F ( を持つならばx) ∫ b

a

F ′(x)dx =
∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣b
a

= F (b) − F (a).

著者が工夫したのは「テニヲハ」だけ！1

囲碁・将棋・麻雀では「手順前後は大違い」というが、２つの極限操作が入れ替えられないかもしれないという疑いは通常の感覚か？2

一方で、「絶対収束級数ならば足し算の順序をどう変えてもよいが、条件収束だとそうはいかない」と3 年生に教えてきた。となると、
絶対積分可能と条件積分可能の概念を知りながら、

1
Lebesg 積分が一途に「上位概念と思い込み」疑わなかったのだから、恥ずかしい！ue

4Pfeff による表現では、er “If we can calculate the value of an integral of a function, then such a function ought to be integrable”
関数の5 Riema 積分可能性、「任意のnn ε > に対してある「定数」0 δ > があって0 · · 」を、「ある「正の関数」· δ(x) > があって0

· · 」と変えるだけ！とは言っても、正定数と正関数とでは「選択度」が大いに違う！·
例えば、6 P-Y. Lee [5 に説明がある]

7The ability to integrate the divergence of an arbitrary differentiable vector field is incompatible with the Fubini theorem,
pp.208-209 of Pfeffer [12 。条件収束する] 重級数の和の順序変更は厄介な代物だが、2 Lebesgu 積分は絶対収束するものを扱っている！e
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(2) がf I = [a, b 上] Riema 可積分であり、かつnn x ∈ で連続ならば、I の不定積分f F (x) =
∫ x

a
はf で微

分可能で

x

F ′(x) =
d

dx

∫ x

a

f(y)dy = f(x)

主張

.

1.1 (1) [Volter の例ra 有界閉区間上の有界関数で、原始関数を持っていても、] Rieman 積分可能ではな

いものが存在する。

n

即ち、これは積分論が不完全だと言うことではないのか？[ ]8

(2) がf [a, b 上で] Rieman 積分可能でも、関数n F (x) =
∫ x

a f(t)d はt の不連続点では微分可能とは限らな

い。

f

即ち、[ Rieman 積分可能でも、その不定積分は原始関数を必ずしも与えない。だとしたら、不定積分を

うまく特徴付ける積分論がないのか？

n

定理

]9

1.2 (Lebesgu 積分での微分積分学の基本定理e ) (1) を区間F [a, b 上で複素数値、絶対連続関数とする

と、殆ど到る所で

]

は微分可能で、F F ′ ∈ L1([a, b] であり)
∫ x

a

F ′(t)dt = F (x)− F (a) (∀x ∈ [a, b]

が成立する。

)

(2 区間) I = [a, b 上の関数] に対し、あるF f ∈ L1([a, b があって])

F (x) = F (a) +
∫ x

a

f(t)d

と書き表せる必要十分条件は、

t

が区間F [a, b 上で絶対連続なることである。このとき、] (a, b の殆ど至るとこ

ろで

)

F ′ = である。

主張

f

1.2 がF [a, b 上微分可能でも] F が′ [a, b 上] Lebesgu 積分可能とは限らない。

素朴な疑問：

e

F が′ Rieman 積分可能とか、n が絶対連続とかの条件無しでは、積分と微分は逆演算とは

言えないのか？

後にもっと一般化するが、幾分弱い形でこの

F

H 積分による結果を述べると、

主張

K

1.3 がF [a, b 上連続で] (a, b 上微分可能ならば、) F は′ [a, b 上] H 積分可能である。K

2 H 積分の定義

定義

K

2.1 をϕ S ⊂ 上の増加関数とする。R の任意の部分区間S B = [c, d](c < d に対し、非負な数) ϕ(B) =

ϕ(d) − ϕ(c を) のB ϕ 長さという。特に、- ϕ = 、 即ちλ λ(x) = のとき、x でのR Lebesgu 長さという。

定義

e

2.2 I1, · · ·, I が非重複p な閉区間で、点10 ξ1, · · ·, ξ がp に属するとき、集まりR

P = {(I1, ξ1), (I2, ξ2), · · ·, (Ip, ξp （必ずしも)} ξi ∈ I を仮定していない！）

を、

i

Lebesgu 仕切り或いは単に仕切り（e partiti ）という。特に、任意のon i ∈ {1, · · ·, p に対し} ξi ∈ I な

るとき
i

をP Perro 仕切り或いはn 仕切りP- 1 といい、1 ˙ とも書く。P
そう思いもしなかった筆者は、あまりにも素朴で従順！読者はどうかな？8

こういう根本を疑う考え方は、若いときか歳をとってからがし易いのかもしれない。中堅は日々の生活に追われ、論文を書かなけれ
ばアカンノダーと思っているのだから！

9

1 相異なる0 つの区間2 Ii, I の共通部分が内点を含まないj
11called a tagged partition by Bartl 、目印付仕切りe
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定義 2.3 E ⊂ 上で定義された正の関数R をとる。δ {ξ1, · · ·, ξp} ⊂ なる仕切りE {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp) が} δ 細-

(δ-fine とは、任意の) i ∈ {1, · · ·, に対しp} Ii ⊂ U (ξi, δ(ξi 、即ち))

Ii = [ai, bi] =⇒ ξi − δ(ξi) < ai < bi < ξi + δ(ξi) (1

となることである

)

1 。特に、2 δ 細- P 仕切りを- Ṗ � と表記δ する。{(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp) を仕切り、} を閉区間

とする。

I

{ξ1, · · ·, ξp と} ∪p
i=1I とがi の部分集合のとき、I をP の中の仕切り、特にI I = ∪p

i=1I のときi をP
の仕切りと呼ぶ。

命題

I

2.1 (Cousi の補題n 閉区間) 上の任意の正関数I （ゲージと呼ぶ）に対しδ δ 細なる- のI Perro 仕切り

が存在する。

定義

n

2.4 (Riemann-Stieltje 和s 閉区間) 上の増加関数I とϕ の中の仕切りI P = {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp を

とる。

)}
{ξ1, · · ·, ξp 上の任意の関数} に対し、f

σ(f, I ;ϕ) = σP(f, I ;ϕ) =
p∑

i=1

f(ξi)ϕ(Ii

とおき、この数を

)

に随伴したP のf ϕ-Riemann-Stieltje 和s 或いは単に, Riemann-Stieltje 和と呼ぶs 。

閉区間

13

を略して単にI σ(f ; ϕ), σP (f ; ϕ とも記す。

以下では、

)

ϕ(x) = のときx ϕ(Ii) = |Ii とし|

σ(f, I) = σP(f, I) =
p∑

i=1

f(ξi)|Ii

と略記する。

定義

|

2.5 を閉区間ϕ 上増加関数とする。I 上の関数I がf でI HK 積分可能- (Henstock-Kurzweil integrable

或いは

)

積分可能gR- (generalized Riemann integrable であるとは、実数) があって、任意のA ε > に対し0

上の正関数

I

をうまくとると、δ の任意のI δ 細- P 仕切り- ˙ に対しP

|σṖ(f, I ;ϕ) − A| <

となることをいう。このとき、

ε

∫
I
f dϕ = と書く。また、A 上のI HK 積分可能な関数全体を- RHK(I, ϕ と記

す。特に、

)

ϕ(x) = λ(x) = のときは、単にx RHK(I と記す。

主張

)

2. 『1 がf 上I Lebesgu 積分可能』e ⇐ 『⇒ f, |f | ∈ RHK(I 』

定義

)

2.6 f ∈ RHK(I とし、任意の) u ∈ をとる。このときI Fu : I → をR

Fu(x) =
∫ x

u

で定め、基点

f

とするu の不定積分f (=indefinite integral という。) u = のとき、単にa F (x)(= Fa と書く。

定義

(x))

2.7 測度ゼロ集合、或いは、零集合( ) の部分集合R が測度ゼロであるとは、任意のZ ε > に対し高々

可算個の閉区間

0

I1, I2, · · が存在して· Z ⊂ ∪∞
j=1Ij,

∑∞
j=1 |Ij | < となることをいう。ε

1 この場合でも2 ξi ∈ I とは限らない、即ち、i 仕切りとは限らないP-
13ϕ-R 和とかS R 和とも書く、S ϕ(x) = のときは単にx 和というR
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定義 2.8 I = [a, b とし、関数] F, f : I → を考える：R

(a) がF 上でI の原始関数f (primitive, anti-derivative とは、任意の) x ∈ に対しI F ′( が存在しx) F ′(x) = f

となることである。

(x)

(b) がF 上でI のf a.e14 原始関数とは、- がF 上で連続であり、ゼロ集合I があってE x ∈ に対しE F ′

が存在しないか、存在しても

(x)

f( と一致しないときをいう。集合x) が可算集合（或いは有限集合）E の時、

を

F

のf cme15 原始関数（或いは- fme16 原始関数）という。

補題

-

2.1 (The straddle lemma 関数) F : I → がR ξ ∈ で微分可能とする。任意のI ε > に対して0

δε(ξ) > があって、0 u,v ∈ がI

ξ − δε(ξ) ≤ u ≤ ξ ≤ v ≤ ξ + δε(ξ

を満たすならば

)

|F (v) − F (u) − F ′(ξ)(v − u)| ≤ ε(v −

ポイント：微分可能の定義からは

u).

F (ξ + h)−F (ξ)−F ′(ξ)h = o(| が従うが、この補題はh|) F ′(ξ と) F

の

(x)

近辺での振る舞いとを関連付けている。

定理

ξ

2.1 (Henstock lemma) f ∈ RHK([a, b], であり、λ) は原始関数f を持つとする。このとき、任意のF

ε > に対し正関数0 δ(ξ があって、どんな) δ 細- 仕切りP Ḋ = {([aj, bj ], ξj) に対しても}
∑
Ḋ

∣∣F (bj) − F (aj) − f(ξj)(bj − aj)
∣∣ < ε

ポイント：

.

f(ξj)(bj − aj は) F (bj)− F (aj の近似値であり) F (bj)− F (aj)− f(ξj)(bj − aj は誤差と考え

られる。

)

H 積分の定義より誤差の総和は小さいことは保証されているが、実は、誤差の絶対値の総和も小さ

いことがこの

K

Henstoc の補題の意味である。更に、如何なる部分和の誤差も小さい事も示されている。この

補題は

k

H 積分可能な関数の不定積分の連続性の証明に使われる。

定理

K

2.2 (Fundamental Theorem I) が閉区間F I = [a, b 上で] 微分可能ならば、cme- F ′ ∈ RHK(I, で

あり、更に

λ)

∫ b

a

F ′dλ = F (b) − F (a

証明：

).

C = {ck}∞k= 以外で1 は微分可能とする。F f(ck) = と仮定して一般性を失わない0 1 。7 ε > 0,

ξ ∈ [a, b] \ に対してC δε(ξ) > を補題0 2 のように定める。.1 ξ ∈ のときC ξ = c なる整数k k ∈ がある。N のF

c における連続性からk δε(ck) > があって0 z ∈ [a, b かつ] |z − ck| ≤ δε(ck なるとき、) |F (z)−F (ck)| ≤ ε2−k−

となる。これで

2

[a, b 上の正関数] δε(ξ が定まる。) Ṗ = {([xi−1, xi], ξi)}n
i= を1 δε 細- 仕切りとする。もしP (i)

{ξi} ∩C �= ならば、そのまま上の定理∅ の証明2.1 1 を用いれば良い。8 (ii 整数) k ∈ があってN ξi = c となっ

ているときは
k

|F (xi) − F (xi−1) − f(ck)(xi − xi−1)| ≤ |F (xi) − F (ck)| + |F (ck) − F (xi−1)|+ |f(ck)(xi − xi−1)|

≤ ε2−k−2 + ε2−k−2 + 0 = ε2−k−1.

14almost everywhere
15countably many exceptions, or nearly everywhere
16finitely many exceptions
1 零集合での値は積分の値に影響しないことは、この記事の都合上後述7

1 例えば、8 Thm.4.7, p.60 of Bartle [1 を見よ]
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の点はC ˙ の高々２つの部分区間の目印となるので、P ξi ∈ なるものの和はC

∑
ξi∈C

|F (xi) − F (xi−1) − f(ck)(xi − xi−1)| ≤
∞∑

k=1

ε2−k =

となる。

ε

ξi �∈ のときは、補題C より2.1

∑
ξi �∈C

|F (xi) − F (xi−1) − f(ξi)(xi − xi−1)| ≤ ε
∑
ξi �∈C

(xi − xi−1) ≤ ε(b − a).

˙ をP δε 細- 仕切りとするとP

|F (b) − F (a) − σ(f, Ṗ)| ≤ ε(1 + b − a).

定理

�

2.3 (Fundamental Theorem II) f ∈ RHK(I) (I = [a, b] とすると、) の任意の不定積分f はF 上連

続であり、殆ど到る所で微分可能で

I

のf a.e 原始関数となっている。即ち、零集合- Z ⊂ があって、任意のI

x ∈ I\ に対してZ

F ′(x) = f

もう少し詳しく考察するために、以下の概念を準備する：

定義

(x).

2.9 F : [a, b] → とする。R

(i) が集合F E ⊂ [a, b 上で絶対連続] AC(=absolutely continuous とは、任意の) ε > に対してある0 δ > が

あって、すべての互いに疎

0

な有限個の開区間19 {(xi, yi)}N
i=1 (xi, yi ∈ E に対して)

∑N
i=1(yi − xi) < なる限

り、

δ∑N
i=1 |F (xi) − F (xj )| < となることをいう。ε

(ii) が集合F E ⊂ [a, b 上で狭義絶対連続] AC∗(=absolutely continuous in the restricted sense とは、任意の)

ε > に対してある0 δ > があって、すべての互いに疎な有限個の開区間0 {(xi, yi)}N
i=1 (xi, yi ∈ E に対して)∑N

i=1(yi − xi) < なる限り、δ
∑N

i=1 supx,y∈[xi,yi] |F (x) − F (y)| < となることをいう。ε

(iii) が集合F E ⊂ [a, b 上で狭義一般絶対連続] ACG∗ (=generalised absolutely continuous in the restricted

sense とは、) が連続で、F が可算個の集合の合併で、その各集合上でE がF AC なることである。∗

(iv 関数) f : I → がR E ⊂ 上で零変動R (negligible variation)である（f ∈ NVI(E)と記す）とは、任意の

ε > に対し0 上のゲージE δ があって、ε Ṗ0 = {[aj , bj ], ξj}s
j= が1 の任意のI (δε, E 細仕切りならば)-

s∑
j=1

∣∣f(bj) − f(aj)
∣∣ ≤

を満たすことをいう。ここで

ε

(δε, E 細仕切りとは)- δε 細仕切りであって全ての目印点が- ξj ∈ を満たすこと

をいう。

主張

E

2. 『2 がf L 積分可能である』- ⇐ 『不定積分⇒ F (x) =
∫ x

a は絶対連続である。特に、f が絶対連続な

らば

F

L 積分可能な関数- があってf F ′ = f (a.e. である』

主張

)

2. 『3 がf HK 積分可能である』- ⇐ 『⇒ ACG な関数∗ があってF F ′ = f (a.e. となる。このとき更に、)

F (x)− F (a) =
∫ x

a
となる』

主張

f

2.4 AC ならば、ほとんど至る所微分可能G∗ [differentiable almost everywhere である。]

19i �= ならばj (xi, yi) ∩ (xj , yj) = ∅
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主張 2.5 (i) f ∈ NVI(E ならば) はf の各点で連続である。逆に、E の可算集合I でC f : I → がR の各

点で連続ならば、

C

f ∈ NVI(C である。)

(ii しかし、零集合) Z ⊂ に対し、I 上の全ての連続関数がI NVI(Z とは限らない。例えば、) Cantor-Lebesgu

の特異関数は

e

[0, 上で単調増加で連続だが1] NVI(Γ ではない。ここで) はΓ Canto 集合。

定理

r

2.4 (Fundamental Theorem of Calculus) (I) f, F : [a, b] → とする。

『

R

f ∈ RHK([a, b] で、任意の) x ∈ [a, b に対して] F (x) =
∫ x

a
となる』f

⇐ 『関数⇒ がF [a, b 上] AC 、G∗ F (a) = かつ、0 (a, b 上ほとんど至る所) F ′ = となる。

更に、

f∫ b

a
が存在し、f x ∈ (a, b で) が連続ならばf d

dx

∫ x

a
f = f となる』(x)

(II) F : [a, b] → とする。

『

R

がF [a, b 上] ACG である』∗

⇐ 『⇒ (a, b 上ほとんど至る所) F が存在し、′ F は′ [a, b 上] HK 積分可能で、

任意の

-

x ∈ (a, b に対して)
∫ x

a
F ′ = F (x)− F (a となる』

系

)

2.1 F : [a, b] → をR [a, b 上連続で] (a, b 上) cm 微分可能とする。すると、e F は′ [a, b 上] HK 積分可能で、

任意の

-

x ∈ (a, b に対して)
∫ x

a
F ′ = F (x)− F (a となる。

主張

)

2.6 f ∼ とはg f = g (a.e なるものとする。ベクトル空間を)

A = {f | [a, b](⊂ [−∞, 上∞]) HK 積分可能な関数- }/ ∼,

B = {f | AC かつG∗ f(a) = 0

と定めるとき、積分と微分は逆演算である。実際、演算

}

を任意の
∫

f ∈ に対してA
∫

[f ](x) =
∫ x

a
、演算f

を任意の

D

f ∈ に対してB D[f ](x) = f ′(x と定めると、微分積分の基本定理は)

D ◦
∫

= IA,

∫
◦D = IB

主張

.

2.7 f ∈ RHK(I であり) g : I → はR 上でI g(x) = f(x) a なるものとする。このとき、.e. g ∈ RHK(I

であり

)∫
I
f =

∫
I
となる。

定理

g

2.5 (Characterization Theorem) F : I → が関数R f ∈ RHK(I の不定積分である必要十分条件は

零集合

)

Z ⊂ があって、任意のI x ∈ I \ でZ F ′(x) = f(x であり、かつ) F ∈ NVI(Z なることである。更に、

このとき任意の

)

x ∈ に対してI ∫ x

a

f = F (x)− F (a). (2

証明：

)

=⇒) f ∈ RHK(I とし) G(x) =
∫ x

a とおく。このとき定理f 2 により零集合.3 Z ⊂ があって、各

点

I

x ∈ I \ でZ G′(x) = f(x となる。そこで)

f1(x) =




f(x) x ∈ I \ Z,

0 x ∈

と定義すると、主張

Z

2 より.7 f1 ∈ RHK(I であり、) はG のf1 を基点とする不定積分である。故に、任意のa

ε > に対しゲージ0 η があってε Ṗ � ならばηε ∣∣∣∣
∫ b

a

f1 − σ(f1; Ṗ)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
ε.
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さて、Ṗ0 = {([aj, bj], ξj)}s
j− を1 の任意のI (ηε, Z 細仕切りとする。)- ˙ はP0 のあるI ηε 細仕切り- ˙ の部分集合

となるから、

P
Henstoc の補題k 2. より1

s∑
j=1

∣∣∣∣f1(ξj)(bj − aj) −
∫ bj

aj

f1

∣∣∣∣ ≤

となる。このとき、

ε

f1(ξj) = かつ0
∫ bj

aj
f1 = G(bj)−G(aj)(j = 1, · · ·, s だから、)

∑s
j=1 |G(bj)−G(aj)| ≤ と

なる。

ε

Ṗ は任意の0 (ηε, Z) 細仕切りだったから、- はG 上で零変動をもつ。Z の任意の不定積分f をとると、F

F = G+F (a だから任意の) x ∈ I\ に対してZ F ′(x) = G′(x) = f(x であり、更に) F (aj)−F (bj) = G(aj)−G(bj

より

)

F ∈ Nbi(Z となる。また) G(x) = F (x) − F (a だから) が成り立つ。(2)

⇐=) を零集合、Z F ∈ Nbi(Z が) I \ 上で微分可能とする。Z

f(x) =




F ′(x) x ∈ I \ Z,

0 x ∈

と定めたとき、

Z

f ∈ RHK(I であり) はF の不定積分であることを示す。

任意の

f

ε > に対してゲージ0 δ を次のようにつくる：ε x ∈ I \ に対してZ Straddl の補題e 2. より、1 δ が

あって
ε

x ∈ [u,v] ⊂ [x − δε(x),x + δε(x のとき)]
∣∣F (v) − F (u) − f(x)(v − u)

∣∣ ≤ ε(v − u)

また

.

F ∈ Nbi(Z だから、) x ∈ に対してはZ δε を、任意の(x) (δε, Z 細仕切りに対して)-
s∑

j=1

∣∣F (bj) − F (aj)
∣∣ ≤

となるようにとれる。

ε

Ṗ = {([aj, bj], ξj)}n
j= を1 のI δε 細仕切りとし、- F (b) − F (a) =

∑n
i=1(F (bi) − F (ai に注意すると))

∣∣F (b) − F (a) − σ(f ; Ṗ)
∣∣ =

∣∣ n∑
i=1

[F (bi) − F (ai) − f(ξi)(bi − ai)]
∣

となる。

∣

ξi ∈ ではZ f (ξi) = となるから、上の等式の足し算を分割して0

≤
∑
ξi∈Z

∣∣F (bi) − F (ai)
∣∣ +

∑
ξi∈I\Z

∣∣F (bi) − F (ai) − f(ξi)(bi − ai)
∣∣

≤ ε +
∑

ξi∈I\Z

ε(bi − ai) ≤ ε(1 + b − a).

ε > は任意だったから、0 f ∈ RHK(I かつ) F (b) −F (a) =
∫ b

a
となる。任意のf [a, x] ⊂ に対しても同様に議

論できる。

I

�

既知の収束定理について3

3.1 Rieman 積分での収束定理

定理

n

3.1 項別積分定理( ) をΩ R 内の有界な面積確定集合とする。m 上のΩ Rieman 可積分関数族n {ft}t∈ がT

t → のときb 上のΩ Rieman 可積分関数n にf 上一様収束すればΩ

lim
t→b

∫
Ω

ft(x)dx =
∫

Ω

f(x)d

が成立する。

x
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定理 3.2 項別微分定理( ) I = [a, b 上の関数族] {ft}t∈ が以下を満たすとする：T

(a 各点) x ∈ でI limt→γ ft(x) = f(x) (γ ∈ T̄ 、)

(b 各) t ∈ に対しT ft ∈ C1(I 、)

(c) 上のある関数I があって、g limt→γ f ′
t = と一様収束する。

このとき、

g

f ∈ C1(I であり、任意の) x ∈ でI f ′(x) = g である。

注意：「積分可能関数の各点収束での極限関数は積分可能とは限らない」、「極限操作と積分操作の可換性

の保証には一様収束という強い条件が一般には必要である」また、「一様収束していても非有界区間上では可

積分とは限らない」等が知られている。

(x)

3.2 Lebesgu 積分での収束定理

定理

e

3.3 (The monotone convergence theore 、m the Beppo-Levi theore 、単調収束定理m ) 上でI {fn

が

}
Lebesgu 積分可能、e 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn ≤ · · かつ· limn→∞ fn = ならばf

∫
I

f(x)dx = lim
n→∞

∫
I

fn(x)d

定理

x.

3.4 (The Fatou lemm 、a Fat の補題ou ) 上でI fn ≥ が0 Lebesgu 積分可能ならばe
∫

I

lim
n→∞

fn(x)dx ≤ lim
n→∞

∫
I

fn(x)d

注意：

x.

Brezis-Lieb [2 はこの補題のある種の精密化とその応用を与えた。

定理

]

3.5 (The dominated convergence theore 、優収束定理m )

fn(x) n→∞−→ f(x) a.e. かつx, |fn(x)| ≤ ϕ(x), ∃ϕ(x) ∈ L1(Ω ならば)

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =
∫

Ω

f(x)dx

注意：これらにより、

.

Lebesgu 積分は、被積分関数が正である限り、極限操作と積分操作の可換性の条件

を

e

Rieman 積分のそれより大幅に緩和した。この事実が「関数解析的方法による微分方程式の解の研究」にど

れ程役立ったか！典型例がエネルギー法による偏微分方程式の解の存在、一意性、正則性に対する寄与である。

n

4 H 積分での収束定理について

定理

K

4.1 (The monotone convergence theorem 以下を仮定する：)

( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I, はλ) [a, b 上殆ど到る所で] f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · であり· f(x に収束し、)

(ii) limn→∞
∫ b

a
fn = とする。

このとき、

A

f ∈ RHK(I, λ であり、かつ)
∫ b

a f = となる。

定理

A

4.2 (The dominated convergence theorem 以下を仮定する：)

8



( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I, はλ) [a, b 上殆ど到る所で] f(x に収束し、)

(ii 関数) g, h ∈ RHK(I, でλ) [a, b 上殆ど到る所で] g(x) ≤ fn(x) ≤ h( である。

このとき、

x)

f ∈ RHK(I, λ であり、)

lim
n→∞

∫ b

a

fn =
∫ b

a

f

系

.

4.1 (Fatou’s lemma 関数列) {fn が} [a, b 上] HK 積分可能で- [a, b 上殆ど到る所で] f に収束し、(x)

supn

∫ b

a
fn < とする。このとき、∞ f ∈ RHK(I, でありλ)

∫ b

a

f ≤ lim
n→∞

∫ b

a

fn

系

.

4.2 (The mean convergence theorem 以下を仮定する：)

( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I, はλ) [a, b 上殆ど到る所で] f(x に収束し、)

(ii) limn,m→∞
∫ b

a
|fn − fm| = とする。

このとき、

0

f ∈ RHK(I, λ であり、かつ) ∫ b

a

f = lim
n→∞

∫ b

a

fn

ポイント：被積分関数の正値性を仮定していない！

定理

.

4.3 積分記号下でのパラメタに関する微分、積分( ) f, f1 : [α, β] × [a, b] → とし、殆ど至る所のR y ∈
(a, b に対して) f(·, y が) ACG∗([α, β とする。]) F (x) =

∫ b

a f(x, y)d がy ACG∗([α, β] であり、殆ど至る所の)

x ∈ (α, β で) F ′(x) =
∫ b

a
f1(x,y)d となるための必要十分条件は任意のy [s, t] ⊂ [α, β に対して]

∫ t

x=s

∫ b

y=a

f1(x,y)dydx =
∫ b

y=a

∫ t

x=s

f1(x,y)dxd

となることである。

系

y

4.3 g : [α, β] × [a, b] → とし、殆ど至る所のR y ∈ (a, b に対して) g(·, y) ∈ ACG∗([α, β ] とする。) G(x) =∫ b

a

∫ x

α
g(x′, y)dx′d と定義する。y G ∈ ACG∗([α, β ] であり、殆ど至る所の) x ∈ (α, β で) G′(x) =

∫ b

a
g(x,y)d

となるための必要十分条件は任意の

y

[s, t] ⊂ [α, β に対して]
∫ t

x=s

∫ b

y=a

g(x,y)dydx =
∫ b

y=a

∫ t

x=s

g(x,y)dxd

となることである。

系

y

4.4 項別積分( ) g : [α, β]× N → とし、R (x,n) ∈ [α, β]× に対してN gn(x) = g(x,n とおく。各) n ∈ に

対して

N

gn ∈ RHK([α, β ] であり、) G(x) =
∑∞

n=1

∫ x

α
gn(x′)d とする。このとき、x′ G ∈ ACG∗([α, β であり、

殆ど至る所の

])

x ∈ (α, β で) G′(x) =
∑∞

n=1 gn となるための必要十分条件は任意の(x) [s, t] ⊂ [α, β に対して]
∫ t

x=s

∞∑
n=1

gn(x)dx =
∞∑

n=1

∫ t

x=s

gn(x)d

となることである。

問：積分表示を用いて関数の性質を調べるとき、上に述べた積分論の差違による違いがあるのか？例え

ば、特殊関数では？私は井上－野村

x

[3 の中で述べた物理学者の計算を正当化することに] H 積分が使えない

ものか、と考えているのだが？

K
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