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8.1 SUSYQMとは何か

8.1.1 Atiyah-Singerの指数定理とは何か？

物理学者Wittenの論文 [11] に始まり、数学者Getzlerは [7] の「序文」で以下のように「宣言した」。

Atiyah-Singerの指数定理とは多様体上の熱方程式に関するWeylの定理のスーパー版である！

幾分雑に述べるが、後に具体的例で計算するので気にしないで欲しい。

(M, g) を d-次元コンパクト Riemann 多様体とする。Riemann 計量 g = gjk(q)dqjdqk に対応する

Laplacian ∆g を「考え」、対応する熱方程式の基本解を

et∆gv(q) = v(t, q) =
∫

M

dgq
′ K(t, q, q′)v(q′)
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とする。即ち、vは以下の初期値問題の解を与える。

∂

∂t
v(t, q) =

1
2
∆gv(t, q), lim

t→0
v(t, q) = v(q).

このとき、Weylの定理とは

tr et∆g/2 =
∫

M

dgq K(t, q, q) → Ct−d/2

∫
M

dgq 1 (t → 0)

である。さて、この (M, g)をスーパー拡張する。M̃ はM に対応するスーパー多様体、g̃をその多様体の

上のスーパー Riemann計量で g のスーパー拡張とする。このとき ∆g̃ は (M, g)上の微分形式全体に働く

フォーム Laplacian dd∗ + d∗dに対応し、それのWitten指数が Atiyah-Singerの指数を与え、Witten指

数は et∆g̃ を計算することによって求まる。ここで dは外微分、d∗ は計量 dgq を用いた dの共役作用素、

∆g = d∗dであるが、それを
∑d

j,k=1 gjk(q)pjpk ∈ C∞(T ∗M : R)から導くのが「量子化」である。

注意：ところで (M, g)での Lagrangian (1/2)gjk(q)q̇j q̇k を経路積分的に量子化するとどうなるのか？

実は、熱型では (1/2)∆g から R/12だけずれる（Rはスカラー曲率）ことが示せる！

8.1.2 SUSYQMとは何か

「何を計算するのか」を明らかにするために、まずH.L. Cycon, R.G. Froese, W. Kirsh and B. Simon[3]

に従って SUSYQM(=supersymmetric Quantum Mechanics)の定義を与えよう。

定義 8.1 (上記 p.120) HをHilbert空間とし、その上の自己共役作用素H、Qと有界な自己共役作用素Pを与
える。これらが以下の関係式を満たすとき、(H, P, Q)はスーパー対称性を持つ、或は susyQM(=supersymmetric

Quantum Mechanics)を定めるという。

H = Q2 ≥ 0, P2 = I, [Q, P]+ = QP + PQ = 0.

上の定義のもとで

H = Hb ⊕ Hf ここで Hf = {u ∈ H |Pu = −u}, Hb = {u ∈ H |Pu = u}.

と分解する。この分解を用いて、要素 u = ub + uf ∈ Hをベクトル

(
ub

uf

)
と同一視すると、

P =

(
Ib 0
0 −If

)
= (or simply denoted by)

(
1 0
0 −1

)
と表現される。ところで、PとQは反交換関係を満たし、Qは自己共役だからQは必ず以下のような表示
をもつ：

Q =

(
0 A∗

A 0

)
かつ H =

(
A∗A 0

0 AA∗

)
. (8.1)

ここで、Aは消滅作用素（annihilation operator）と呼ばれる Hbから Hf の中への写像、A∗は生成作用素

（creation operator）と呼ばれる Hf から Hb の中への写像である。故に、Pは Hと可換で、空間 Hb と Hf

は Hに関し不変、即ち、HHb ⊂ Hb また、HHf ⊂ Hf となる。稠密な定義域をもつ閉作用素 Aと自己共役

作用素 Q (supercharges) との間には１対１の対応がある。

Q =

(
0 A∗

A 0

)
on D(Q) = D(A) ⊕ D(A∗).
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定義 8.2 上記の設定下で、以下が存在するときそれを H のスーパー対称指数 (supersymmetric index)と

呼ぶ：

inds(H) ≡ dim(ker(H
∣∣Hb)) − dim(ker(H

∣∣Hf)) ∈ Z̄ = Z ∪ {±∞}.

定義 8.3 (H, P, Q)を susyQMで式 (8.1)で表示されるものを考える。

(I) 任意の t > 0に対して

∆t(H) = tr (e−tA∗A − e−tAA∗
) = tr (Pe−tH) ≡ str e−tH,

とし、以下の極限が存在するときそれを (H, P, Q)の (熱正則化) Witten指数WH と呼ぶ。

WH = lim
t→∞

∆t(H).

また (H, P, Q)の (熱核正則化) axial anomaly AH とは

AH = lim
t→0

∆t(H).

(II) 任意の z ∈ C \ [0,∞)に対して

∆z(H) = −z tr [(A∗A − z)−1 − (AA∗ − z)−1] = −z str (H − z)−1

とし、以下の極限が存在するときそれを (H, P, Q)の (resolvent regulated) Witten指数WR と呼ぶ。

WR = lim
z→0,

|<z|≤C0|=z|

∆z(H) for some C0 > 0.

同様に、(H, P, Q)の (resolvent regulated) axial anomaly AR は（もし存在すれば）

AR = − lim
z→∞,

|<z|≤C1|=z|

∆z(H) for some C1 > 0.

このとき、典型的な定理として以下を挙げておく：

定理 8.1 Qを H上の superchargeとする。

(1) もし或る t > 0に対して exp(−tQ2)がトレースクラスならば、Qは Fredholmで

indt(Q)(independent of t) = indF (Q) = inds(H).

(2) もし或る z ∈ C \ [0,∞)に対して (Q2 − z)−1 がトレースクラスならば、Qは Fredholmで

indz(Q)(independent of z) = indF (Q) = inds(H).

上の定理で出て来た概念の定義について：

定義 8.4 X, Y を２つの Banach空間とし、C(X, Y )で稠密に定義された X から Y への閉作用素全体と
する。T ∈ C(X, Y )は、T の値域 R(T )が Y で閉で、ker T と Y/R(T )が有限次元であるとき Fredholm
という。T ∈ C(X, Y ) が semi-Fredholm とは R(T ) が Y で閉で、少なくとも kerT か Y/R(T ) のどち
らか一方は有限次元となることをいう。もし作用素が semi-Fredholm ならば Fredholm 指数 indF (T ) =
dim(ker T ) − dim(Y/R(T ))は Z̄に存在する。

系 8.1 もし作用素 Aが semi-Fredholmならば

inds(H) = indF (A) ≡ dim(ker A) − dim(ker A∗).
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8.1.3 SUSYQMの例

例 1. (M, g)を g =
∑d

i,j=1 gij(q)dqidqj をメトリックとする滑らかな d-次元 Riemannian多様体とす

る。微分形式の空間を Λ(M) = ∪d
k=0Λ

k(M)と Λ0(M) = ∪d
k=0Λ

k
0(M)を以下のように定める：

Λk(M) = {ω =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ωi1 ··· ik
(q)dqi1 ∧ · · · ∧ dqik |ωi1 ··· ik

(q) ∈ C∞(M : C)},

Λk
0(M) = {ω ∈ Λk(M) |ωi1 ··· ik

(q) ∈ C∞
0 (M : C)}, Λ̃k(M) = {ω ∈ Λk(M) | ‖ω‖ < ∞}.

外微分 dは微分形式 ωi1 ··· ik
(q)dqi1 ∧ · · · ∧ dqik に

dω =
d∑

j=1

∂ωi1 ··· ik
(q)

∂qj
dqj∧dqi1 ∧ · · · ∧ dqik

と作用し、Pを ω ∈ Λk(M)に対し Pω = (−1)kωと定める。

Λk(M) を Λ̃k(M)の L2 ノルム ‖ · ‖での閉包とし Λ(M) = ∪d
k=0Λk(M)と定め H = Λ(M) = L2(M)

とおく。

dの Λ(M)での共役を d∗ とし

H = Q2 = dd∗ + d∗d ここで Q = Q1 or Q2, Q1 = d + d∗, Q2 = i(d − d∗),

とすると、三つ組み (H, Q, P)は H上の超対称性を与える。

例 1′ (Witten’s deformed Laplacian [11]). M 上の任意の実数値関数 φ及び実数 λに対し

dλ = e−λφdeλφ, d∗
λ = eλφd∗e−λφ

とおくと、d2
λ = 0 = d∗

λ
2 となることは明らか。ここで

Hλ = dλd∗
λ + d∗λdλ = Q2

λ ここで Qλ = Q1λ or Q2λ

とし

Q1λ = dλ + d∗
λ, Q2λ = i(dλ − d∗λ)

とおく。前の例と同様に Pを定めると、(Hλ, Q, P)は H上の超対称性を与える。

こういう概念を入れても、それで何かが整理されるとか新しい事実が示されないと寂しい限りである。

Wittenは以下の主張をした。この例の中では座標の表示を qj の代わりに qj を用いる等、微分幾何的記法

を用いる。

Hλ をもう少し詳しく計算する：

Hλ = dd∗ + d∗d + λ2(dφ)2 +
d∑

i,j=1

λ
D2φ

DqiDqj
[ai∗, aj ]−

ここで、aj・aj∗ はそれぞれ生成・消滅作用素である。即ち、任意の 0 ≤ ` ≤ d及び q ∈ M に対し
ai∗

q dqj1 ∧ · · · ∧ dqj` = dqi ∧ dqj1 ∧ · · · ∧ dqj` ,

ai
qdqj1 ∧ · · · ∧ dqj` =

∑̀
k=1

(−1)kgijk(q)dqj1 ∧ · · · ∧ dqjk−1 ∧ dqjk+1 ∧ · · · ∧ dqj` .
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するとこれらは Λ(T ∗M) → Λ(T ∗M)への写像で

[ai
q, a

j
q]+ = 0, [ai

q, a
j∗
q ]+ = gij(q), [ai∗

q , aj∗
q ]+ = 0

を満たす。

[記法]: 微分形式 ω =
∑

1≤i1<···<ik≤d ωi1 ··· ik
(q)dqi1 ∧ · · · ∧ dqik に対し

(∇jω)i1 ··· ik
=

∂ωi1 ··· ik

∂qj
−

∑
r,l

Γl
jir

ωi1···ir−1lir+1···ik

とおく。すると

∇j = ∂qj −
∑
k,l,m

Γk
jlgkmal∗am, d =

d∑
l=1

al∗∇l = −
d∑

l=1

∇∗
l a

l∗, d∗ = −
d∑

l=1

al∇l,

d∗ω =
∑
j,r

(−1)r−1gjir [
∂ωi1 ··· ik

(q)
∂qj

−
∑
l,s

Γl
j is

ωi1 ··· is−1 l is+1 ··· ik
(q)]

× dqi1 ∧ · · · ∧ dqir−1 ∧ dqir+1 ∧ · · · ∧ dqik .

(dφ)2 = gij ∂φ

∂qi

∂φ

∂qj
,

D2φ

DqiDqj
= ∇i∇jφ,

Dψi

Dt
=

dψi

dt
− Γi

jk q̇jψk.

数学者達に取ってもっとも新しく大胆な考え方は、パラメタ付き作用素Hλを Lagrangianの量子化さ

れたもの

Lλ =
1
2

∫
dt

[
gij

(dqi

dt

dqj

dt
+ iψ̄i Dψj

Dt

)
+

1
4
Rijklψ̄

iψkψ̄jψl − λ2gij ∂φ

∂qi

∂φ

∂qj
− λ

D2φ

DqiDqj
ψ̄iψj

]
と考えることにある。ここで和は Eiensteinの規約を用い、ψiと ψ̄iはM に接する非可換な場で、量子化す

ると生成・消滅作用素となるものである。λ → ∞のときの、λ−1u̇(t) = λ−2Hλu(t)の解 u(t)の主要項は、

Lλ に対応するトンネル軌道（インスタントン）に支配される。このトンネル軌道は以下の LagrangianL̄λ

に対応するものとなっている。λ−1 ∼ ~ なる「対応原理」！

L̄λ =
1
2

∫
dt

(
gij

dqi

dt

dqj

dt
+ λ2gij ∂φ

∂qi

∂φ

∂qj

)
=

1
2

∫
dt

∣∣∣∣dqi

dt
±λgij ∂φ

∂qj

∣∣∣∣2∓λ

∫
dt

dφ

dt
.

これを用いて、SUSYQMという構造から導かれる「指数」の値を「古典軌道」を用いて計算する！

例 2 (Deift [4] in p.123 Cycon et al [3]). H = L2(R) ⊗ C2 = L2(R : C2) = L2(R)2, とし φを q の

多項式とする。作用素 A = d/dq + φ(q)と A∗ = −d/dq + φ(q)を、その定義域を D(A) = D(A∗) = {u ∈
H1(R) |φu ∈ L2(R)}となるように定め、

Q =

(
0 − d

dq + φ
d
dq + φ 0

)
, P =

(
1 0
0 −1

)
.

とおく。するとD(AA∗) = D(A∗A) = {u ∈ L2(R) |u′′, φ2u, φ′u ∈ L2(R)}に対し

A∗A = − d2

dq2
+ φ2(q) − φ′(q), AA∗ = − d2

dq2
+ φ2(q) + φ′(q),

と定められ

H = Q2 =

(
− d2

dq2 + φ2(q) − φ′(q) 0

0 − d2

dq2 + φ2(q) + φ′(q)

)
= (

d2

dq2
+ φ2(q))I2 − φ′(q)P
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となる。この三つ組み (H, Q, P)は H上の susyQMを成す。

(i) 特に φ(q) = qならば

dim(A) = 1, dim(A∗) = 0, indF (A) = 1 = inds(H).

(ii) (Bollé et al. [2]). 実数値関数 φ, φ′ ∈ L∞(R)は

lim
q→±∞

φ(q) = φ± ∈ R, φ2
− ≤ φ2

+,∫
R

dq (1 + |q|2)|φ′(q)| < ∞ かつ
∫

R
dq (1 + |q|2)|φ(q) − φ±| < ∞

を満たすとする。このとき、z ∈ C \ [0,∞)に対し

∆z(H) =
1
2
[φ+(φ2

+ − z)−1/2 − φ−(φ2
− − z)−1/2], WR =

1
2
[sign(φ+) − sign(φ−)] かつ AR = 0.

注意：物理学者は上の結果を経路積分で表示される量

∆t(H) =
∫

dqdψdψ̄
[ ∫

{t−periodic}
[dq][dψ][dψ̄]e−

R t
0 dsL(q(s),q̇(s),ψ(s),ψ̄(s))

]
を直接計算することによって得る。

8.2 熱型調和振動子のスーパー拡張

8.2.1 熱型調和振動子の L-formulation

初期値問題の基本解を構成する事を考える。

∂v

∂t
= Hv 但し H = H(q, ∂q) =

1
2

(
∂

∂q
+ aq

)2

− ω2

2
q2, (8.2)

この表象はH(q, p)を ∂q のところに pを代入して得られたものとする。

H(q, p) =
1
2
(p + aq)2 − ω2

2
q2. (8.3)

H(q, p)に対応する Hamilton流はq̇ = Hp(q, p) = p + aq,

ṗ = −Hq(q, p) = ω2q − a(p + aq)
但し

(
q(0)
p(0)

)
=

(
q

p

)
.

ところで

X =

(
a 1

ω2 − a2 −a

)
, X2 = ω2 I2, etX = cosh ωt I2 +

sinhωt

ω
X,

だから 
q(s) = cosh ωs q +

sinhωs

ω
(aq + p),

p(s) = cosh ωs p +
sinhωs

ω
((ω2 − a2)q − ap).

簡単のために

cosh ωs = /Cs, sinhωs = /Ss, b = ω2 − a2,
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とおき 
q(s) = /Cs q +

/Ss

ω
(a q + p) =

ω /Cs + a /Ss

ω
q +

/Ss

ω
p,

p(s) = /Cs p +
/Ss

ω
(b q − ap) =

b /Ss

ω
q +

ω /Cs − a /Ss

ω
p.

(8.4)

と表示する。すると

q̇(s)p(s) =
(

b /Ss

ω
q +

ω /Cs − a /Ss

ω
p

)(
b /Ss

ω
q +

ω /Cs − a /Ss

ω
p + a

ω/Cs + a /Ss

ω
q + a

/Ss

ω
p

)
=

(
b /Ss

ω
q +

ω /Cs − a /Ss

ω
p

)(
(ω /Ss + a /Cs)q + /Csp

)
.

特に

/S = sinhωt = /St, /C = cosh ωt = /Ct,

とおき ∫ t

0

/S2
s ds =

/C /S
2ω

− t

2
,

∫ t

0

/C2
s ds =

/C /S
2ω

+
t

2
,

∫ t

0

/Ss/Csds =
/S2

2ω
.

なることより

S0(t, q, p) =
∫ t

0

ds[q̇(s)p(s) − H(q(s), p(s))]

=
(

/S /C
2ω

− a /S2

2 ω2

)
p2 +

b /S2

ω2
qp + b

(
/S /C
2ω

+
a /S2

2ω2

)
q2.

(8.5)

（最も簡単な陰関数定理を用いて）得た

p = p(t, q̄, q) =
ω

/S
(
q̄ − ω /C + a /S

ω
q
)

を上式に代入し

S(t, q̄, q) =
ω /C − a /S

2 /S
q̄2 − ω

/S
q̄q +

ω /C + a /S
2 /S

q2 かつ D(t, q̄, q) = −
∂2S(t, q̄, q)

∂q̄ ∂q
=

ω

/S
. (8.6)

そこで

v(t, q̄) = V L
t v(q̄) =

1√
2π

∫
R

dq D1/2(t, q̄, q) e−S(t,q̄,q)v(q) =
∫

R
dq V L(t, q̄, q)v(q)

ここで V L(t, q̄, q) =
√

ω

2π sinhωt
e−S(t,q̄,q).

(8.7)

とおくと、v(0, q) = v(q)として (8.2)を満たす事が分かる。即ち、Hamiltonian関数 (8.3)から経路積分的

な方法で量子化されたもの (8.2) が V L
t .の生成作用素として求まった事になる。

重要な注意 (1) 作用関数のトレース S(t, q, q) =
ω

/S
(/C − 1)q2 は aの値に無関係であり任意の t > 0に対し

て正だから、Weyl型評価を持つ：

tr etH(q,∂q) =
∫

R
dq V L(t, q̄, q)

∣∣
q̄=q

=

√
1

2(/C − 1)
∼ 1

ωt
t → 0.

この評価の tに関する次数は以下のコンパクトな場合と比較すると面白い。

(2) (Md, g) を d-次元コンパクト Riemannian 多様体とする。その上の熱方程式
∂

∂t
− 1

2
∆g の基本解を

E(t, q, q′) とすると、Weylの定理は（少し雑に言って）

tr exp
[

t

2
∆g

]
=

∫
M

dgq E(t, q, q) ∼ (2πt)−d/2volgM for t → 0.
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ここで基本解は (Md, g),に対する適当な仮定のもと

E(t, q̄, q) ∼ D(t, q̄, q)e−S(t,q̄,q),

と表示され、S(t, q̄, q)は Hamilton-Jacobi 方程式の解、D(t, q̄, q)は連続の方程式の解である。更に (0, q)

から (t, q̄)への古典軌道 γc(τ)に対し以下が示される。

S(t, q̄, q) =
∫ t

0

L(γc(τ), γ̇c(τ))dτ.

(3) ところで上の例とコンパクト多様体での t = 0の近くでの t の次数の不一致について d = 1のときは以

下のように説明できる：V (q) ≥ 0とし H(q, p) = 1
2 |p|

2 + V (q)とする。R∗ で余接空間 T ∗R = R × R∗ の

ファイバーを表すものとすると、t → 0のとき、

(e−tH(∗,∂∗)u)(q) ∼ 1√
2π

∫
R∗

eiqpe−tH(q,p)û(p)dp =
1
2π

∫∫
T∗R

dp dq′ eiqpe−tH(q,p)e−iq′pu(q′)

=
∫

R
dq′K(t, q, q′)u(q′)

かつ

K(t, q, q′) =
1
2π

∫
R∗

dp ei(q−q′)pe−tH(q,p).

故に

tr e−tH(∗,∂∗) =
∫

R
dq′ K(t, q′, q′) =

1
2π

∫∫
T∗R

dp dq′ e−tH(q′,p) =
1
2π

∫
R∗

dp e−t 1
2 |p|

2
·
∫

R
dq′ e−tV (q′).

特に V (q) = ω2

2 |q|2 のときは

1
2π

∫
R∗

dp e−t 1
2 |p|

2
·
∫

R
dq′ e−t ω2

2 |q′|2 =
1
ωt

.

8.2.2 熱型調和振動子のH-formulation

X = ω /C + a /S, b = ω2 − a2 とし

q = q(t, q̄, p) =
ω

X

(
q̄ − /S

ω

)
,

と定め

S(t, q̄, p) = [q p + S0(t, q, p)]q=q(t,q̄,p) =
b /S
2X

q̄2 +
ω

X
q̄p − /S

2X
p2 (8.8)

とする。更に

D(t, q̄, p) =
∂2S

∂q̄ ∂p
=

ω

X
.

ここで

V H
t v(q̄) =

1√
2π~

∫
dp D1/2(t, q̄, p) e−S(t,q̄,p)v̂(p) =

∫
dp V H(t, q̄, p)v̂(p)

=
1

2π~

∫∫
dp dq D1/2(t, q̄, p)e−S(t,q̄,p)−i~−1qpv(q)

(8.9)

と定義する。
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ω

X
q̄p − /S

2X
p2 + i~−1qp = − /S

2X

(
p2 −

2(ωq̄ + i~−1qX)
/S

p

)
= − /S

2X

(
p −

ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

−
(

ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

,

かつ
b /S
2X

q̄2 +
/S

2X

(
ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

= −ω2[ /S2 + 1] − a2 /S2

2 /SX
q̄2 − ~−2X

2 /S
q2 +

i~−1ω

/S
qq̄,

となるので、

S(t, q̄, p) + i~−1qp =
b /S
2X

q̄2 +
ω

X
q̄p − /S

2X
p2 + i~−1qp

= − /S
2X

(
p −

ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

+
b /S
2X

q̄2 +
/S

2X

(
ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

= − /S
2X

(
p −

ωq̄ + i~−1qX

/S

)2

+
ω2[ /S2 + 1] − a2 /S2

2 /SX
q̄2 − ~−2X

2 /S
q2 +

i~−1ω

/S
qq̄.

故に
1

2π~

∫
R

dp D1/2(t, q̄, p)e−S(t,q̄,p)−i~−1qp

=
√

−ω

2π /S~2
exp

(
ω2[/S2 + 1] + a2 /S2

2 /SX
q̄2 − ~−2X

2 /S
q2 +

i~−1ω

/S
qq̄

)
=

√
ω

2π sinhωt
exp

(
ω /C − a /S

2/S
q̄2 +

ω

/S
q̄q − ω /C + a /S

2/S
q2

)
, if ~ = −i.

8.2.3 スピン添加

L2(R)での微分作用素 (8.2)に対し

Q− =
1√
2

(
∂q + aq − ωq

)
b, Q+ =

1√
2

(
∂q + aq + ωq

)
b∗,

とおき

H = H(q, ∂q) = H(q, ∂q)I +
1
2
ω[b,b∗],

と定義すると、(H, Q, P)は、C ∼= R2 と見なして、H = L2(R) ⊗ Cでの susyQMを与える。

H(q, ∂q)に対応する古典力学: λ̄ ∈ C \ {0}を用意し、R0|1 での奇変数に関する Fourier変換を
∫

R0|1 dθ e−λ̄−1θπ(u0 + u1θ) = u1 − λ̄−1u0π,∫
R0|1 dπ eλ̄−1θπ(u1 − λ̄−1u0π) = −λ̄−1(u0 + u1θ),

−λ̄
∫∫

R0|2 dπ dθ′ eλ̄−1(θ−θ′)π(u0 + u1θ
′) = u0 + u1θ

とするとWeyl表象は

H(x, ξ, θ, π) =
1
2
(ξ + ax)2 − ω2

2
x2 − λ̄−1ωθπ (8.10)

9



と得られる。実際

Ĥ(x, ∂x, θ, ∂θ)u(x, θ) =
−λ̄

2π~

∫∫
dξdx′dπdθ′ei~−1(x−x′)ξ+λ̄−1(θ−θ′)π

×H(
x + x′

2
, ξ,

θ + θ′

2
, π)(u0(x′) + u1(x′)θ′)

=
1

2π~

∫∫
R2|0

ei~−1(x−x′)ξH(
x + x′

2
, ξ)(u0(x′) + u1(x′)θ) + ω(u0(x) − u1(x)θ)

∼
(

H(q, ∂q)I +
ω

2
[b,b∗]

)
u.

スピン添加熱型調和振動子の LH-formulation : この場合

θ̇ = −λ̄−1ωθ, π̇ = λ̄−1ωπ,

なので

θ(s) = e−λ̄−1ωsθ, π(s) = eλ̄−1ωsπ

となる。偶変数に関しての Fourier変換を使わないようにすると

S(t, x̄, θ̄, x, π) = [θ π + S0(t, x, ξ)]
∣∣∣∣
ξ=ξ(t,x̄,x),θ=θ(t,θ̄,π)

= eλ̄−1ωtθ̄π + S(t, x̄, x) (8.11)

とし

S(t, x̄, x) =
ω /C − a /S

2/S
x̄2 − ω

/S
x̄x +

ω /C + a /S
2/S

x2 (8.12)

とおけばよい。また、

D(t, x̄, θ̄, x, π) = sdet

(
− ∂2S

∂x̄∂x 0

0 − ∂2S
∂θ̄∂π

)
=

ω

sinhωt
e−λ̄−1ωt (8.13)

であり

D1/2(t, x̄, θ̄, x, π) e−S(t,x̄,θ̄,x,π) = eλ̄ωt/2

√
ω

sinhωt
e−eλ̄−1ωtθ̄π−S(t,x̄,x) (8.14)

とおく。e−e−λ̄−1ωtθ̄π = 1 − e−λ̄−1ωtθ̄πに注意し

−λ̄

∫
dπ e−e−λ̄−1ωtθ̄π(v1(x) − λ̄−1v0(x)π) = v0(x) − λ̄ e−λ̄−1ωtv1(x)θ̄, (8.15)

となるから、

VLH
t v(x̄, θ̄) = v(t, x̄, θ̄) = −λ̄

√
1
2π

∫
dx dπD1/2(t, x̄, θ̄, x, π)e−S(t,x̄,θ̄,x,π)(v1(x) − λ̄−1v0(x)π)

=
√

ω

2π sinhωt

∫
dx e−S(t,x̄,x)(eωt/2v0(x) − λ̄e−ωt/2v1(x)θ̄)

とおく。一方、 ∫
dθ (eωt/2θ + λ̄e−ωt/2θ̄)(v0(x) + v1(x)θ) = eωt/2v0(x) − λ̄e−ωt/2v1(x)θ̄,

だから

(VL
t v)(x̄, θ̄) =

∫
R1|1

dx dθ VL(t, x̄, θ̄, x, θ)(v0(x) + vq(x)θ) (8.16)

であり

VL(t, x̄, θ̄, x, θ) =
√

ω

2π/S
(eωt/2θ + λ̄e−ωt/2θ̄)e−S(t,x̄,x). (8.17)
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ここで

[ker (Pe−tĤ)](x̄, x, θ̄, θ) = (1 − 2θ̄∂θ̄)(e
ωt/2θ + λ̄e−ωt/2θ̄)

√
ω

2π sinhωt
e−S(t,x̄,x),

だから、

str e−tH =
∫

dx dθ [ker (Pe−tĤ)](x, x, θ, θ)

= (eωt/2 − λ̄e−ωt/2)
√

ω

2π sinhωt

√
π sinhωt

ω(cosh ωt − 1)
=

eωt/2 − λ̄e−ωt/2√
2(cosh ωt − 1)

= 1, for ∀t > 0 if λ̄ = 1.

即ち、

WH = 1 = AH for (H, P, Q).

スピン添加熱型調和振動子のHH-formulation :

S(t, x̄, θ̄, ξ, π) = [xξ + θ π + S0(t, x, ξ)]
∣∣∣∣
x=x(t,x,ξ),θ=θ(t,θ̄,π)

= eλ̄−1ωtθ̄π + S(t, x̄, ξ). (8.18)

とし

D(t, x̄, θ̄, ξ, π) = sdet

(
∂2S
∂x̄∂ξ 0

0 − ∂2S
∂θ̄∂π

)
=

ω

ω cosh ωt − a sinhωt
e−λ̄−1ωt,

とするとき

D1/2(t, x̄, θ̄, ξ, π) e−S(t,x̄,θ̄,ξ,π) = e−λ̄−1ωt/2

√
ω

ω cosh ωt − a sinhωt
e−eλ̄−1ωtθ̄π−S(t,x̄,ξ) (8.19)

式 (8.15)を用いて

VHH
t v(x̄, θ̄) = v(t, x̄, θ̄) = −λ̄

√
1

2π~

∫
dξ dπD1/2(t, x̄, θ̄, ξ, π)e−S(t,x̄,θ̄,ξ,π)(v̂1(ξ) − λ̄−1v̂0(ξ)π)

=
√

ω

2π sinhωt

∫
dx e−S(t,x̄,x)(eωt/2v0(x) − λ̄e−ωt/2v1(x)θ̄).

(8.20)
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