
　

スーパー解析学の基礎　第 10回講義内容 – 08-12.12 井上 淳

ここ数回講義してきたスーパースムーズ関数の特徴付けと積分については（私自身の
混乱による）「不完全」なところが見えてきた1。

その部分の目的は『Grassmann接続を導入して定義した関数のクラス

CSS(U : C) = {u(x, θ) =
∑
|a|≤n

ua(x)θa | ua(x)は ua(q) ∈ C∞(UB : C)のGrassmann接続 }

は自然なもので、既存の解析の方法が適用可能である、即ち、Banach空間での基礎解析
をFréchet-Grassmann「代数」上でできるのか』を示す事2であった。Grassmann生成元を
可算無限個用意したので、スーパースムーズ関数でもFréchet微分関数でも、奇変数の微
分の一意性は保証される。Berezin積分を含むように偶奇変数の積分を定義し「積分記号
下の変数変換則」に問題が起こらないようにできるか？幾つかの試みがあるが未だにすっ
きりしない3。ここの部分は「積分記号下の変数変換則」の証明を中心に、冬休み明けに
説明したい。11月 14日、21日の講義については改訂版 v.2-1をホームページにおいた。

そこで今回は時間繋ぎに、Banach-Grassmann「代数」を用いても問題が起こらない
手法で、RMTへのスーパー解析の応用を述べる。

1 非可換解析学の必然性とは、そしてそのご利益は？

2 Dirac方程式とWeyl方程式

3 スーパー数とスーパー空間

4 スーパー空間上の線形代数

5 スーパー空間上の基礎解析

6 RMTにおけるEfetovの方法とその後？

1950年代中性子をウラン 238にぶつけて散乱データを調べると、その散乱断面積が
大きい中性子のエネルギーの値（resonance）が飛び飛びに表れた、そのような実験が数

1聴講者のお陰である
2R2 から R2 への写像の全微分可能性と比して、Cから Cへの関数の全微分可能性は、その環構造が考

える関数の正則性までを規定する。Fréchet-Grassmannでの環構造は関数のスーパー全微分可能性とスー
パースムーズ関数の構造との同値性を導くのか？

3この方法ですっきりするだろうという見込み発車をしたが問題が幾分出てきたのである！
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限りなくありそれから妥当な然るべき方程式を導出する試みがあった。しかしまだ数値
計算もままならない時代で、人々は resonanceの位置等に統計的な意味を探す方が有効で
あった。そこでWignerは実験の微細構造には関係なく『（高）レゾナンスは（大きな）行
列の固有値のように振る舞う』という「驚くべき仮説」を提唱した。その仮説の導く結果
の一つが以下である。その仮説自身の正当性については例えばMehtaの教科書 [8]を参照
し、更に仮説「ζ関数の実部が 1/2の根は何か自己共役作用素のスペクトルである」に対
応する数値実験の一致にも驚かれると良い。

6.1 Wignerの半円則について：概要

N×N -エルミート行列の集合UNを位相空間としてRN2
と同一視し、確率測度dµN(H)

を

dµN(H) =
N∏

k=1

d(<Hkk)
N∏

j<k

d(<Hjk)d(=Hjk)PN,J(H),

PN,J(H) = Z−1
N,J exp

[
− N

2J2
tr H∗H

] (6.1)

と定める。ここで、H = (Hjk), H∗ = (H∗
jk) = (Hkj) = tHとし、∏N

k=1 d(<Hkk)
∏N

j<k d(<Hjk)d(=Hjk) は RN2
上の Lebesgue 測度、Z−1

N,J は規格化定数で
ZN,J = 2N/2(J2π/N)3N/2とする。

さて、Eα = Eα(H) (α = 1, · · · , N) をH ∈ UN の実固有値、δをDiracのデルタ関数
とし、

ρN(λ) = ρN(λ; H) = N−1

N∑
α=1

δ(λ − Eα(H)) (6.2)

とおく。また、UN 上の関数 f に対して〈
f
〉

N
=

〈
f(·)

〉
N

=

∫
UN

dµN(H) f(H)

とする。このとき、

定理 6.1 (Wigner’s semi-circle law)

lim
N→∞

〈
ρN(λ)

〉
N

= wsc(λ) =

{
(2πJ2)−1

√
4J2 − λ2 for |λ| < 2J,

0 for |λ| > 2J.
(6.3)

注意：(6.3)の極限の意味は、任意の φ ∈ C∞
0 (R) = D(R)に対して

lim
N→∞

〈φ,

∫
UN

dµN(H) N−1

N∑
α=1

δ(· − Eα(H))〉 = 〈φ,wsc〉 =

∫
R

dλφ(λ)wsc(λ)

とする。ここで〈·, ·〉はD(R)とD′(R)の双対を意味する。更に、
∫

UN
dµN(H) N−1

∑N
α=1 δ(·−

Eα(H))の意味についても説明が必要だが、少し後に詳しく与える。
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この定理の証明には方法が色々あるようだが Efetov [5]によって始められた奇変数
を用いるものがこの節の対象である。それを少し分かり易く解説した、Fyodorov [7] や
Brézin [1] (また, Mello [9], Zirnbauer [11])を参考にした4。

新しい証明の副産物として

定理 6.2 (A refined version of Wigner’s semi-circle law) (i) |λ| < 2J なる各 λに
対し、N → ∞とするとき

〈
ρN(λ)

〉
N

=

√
4J2 − λ2

2πJ2
− (−1)NJ

π(4J2 − λ2)
cos (N [

λ
√

4J2 − λ2

2J2
+2 arcsin (

λ

2J
)])N−1+O(N−2).

(6.4)

(ii) λが |λ| > 2J となるときは、定数C±(λ) > 0と k±(λ) > 0があって∣∣∣∣〈ρN(λ)
〉

N

∣∣∣∣ ≤ C±(λ) exp [−k±(λ)N ]. (6.5)

但し、λ ↘ 2J 或は λ ↗ −2J なるときそれぞれ k±(λ) → 0かつC±(λ) → ∞となる。

定理 6.3 (The spectrum edge problem) z ∈ [−1, 1]とする。〈
ρN(2J − zN−2/3)

〉
N

= N−1/3f(z/J) + O(N−2/3) as N → ∞,〈
ρN(−2J + zN−2/3)

〉
N

= −N−1/3f(z/J) + O(N−2/3) as N → ∞.
(6.6)

ここで

f(w) =
1

4π2J
(Ai ′(w)2 − Ai ′′(w) Ai (w)), Ai (w) =

∫
R

dx exp [− i

3
x3 + iwx].

(A) 前にも説明したように、キーになる表現は、補助の奇変数と偶変数を用いて

〈
ρN(λ)

〉
N

= π−1=
∫

Q

dQ
(
{(λ − i0)I2 − Q}−1

)
bb

exp [−NL(Q)] (6.7)

とすることにある。ここで Inは n × n-単位行列とし、

L(Q) = str [(2J2)−1Q2 + log ((λ − i0)I2 − Q)],

Q =
{
Q =

(
x1 ρ1

ρ2 ix2

) ∣∣ x1, x2 ∈ Rev, ρ1, ρ2 ∈ Rod

} ∼= R2|2, dQ =
dx1dx2

2π
dρ1dρ2,

(
((λ − i0)I2 − Q)−1

)
bb

=
(λ − i0 − x1)(λ − i0 − ix2) + ρ1ρ2

(λ − i0 − x1)2(λ − i0 − ix2)
.

(6.8)

表現式 (6.7)においてパラメータN は一カ所にしか現れない！この事実は、Feynmanに
よる経路積分を用いた表示、そこでもパラメータ ~は一カ所にしか現れない、と同様に魅
惑的だが、数学的正当化はまだできていない。少し正確に言うと、

4彼らの奇変数の構造は「簡単」であって構わない。
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問題：確かに形式的論法は魅力的であるが、数学的には据わりが悪い。表現式 (6.7)

で λ − iε (ε > 0)としたものは正しいのだが、ε = 0とした積分表示式を成立させるため
には「新しい積分論」が必要に思われる。これらを正当化するとともに未知の事柄を発見
する手段となるか？

(B) 物理学者の文献、例えば [7],[11]では表示式 (6.7)が成立するものとし、この表
示式に直接「最速降下の方法 (=method of steepest descent)」を適用できるとし、更に
N → ∞のときの主要項は「相関数」の臨界点であるとしている。臨界点は

δL(Q)Q̃ =
d

dε
L(Q + εQ̃)

∣∣∣∣
ε=0

,

となるから方程式

δL(Q) = str
( Q

J2
− 1

λ − Q

)
= 0

の解を探すとしている。鞍点の起こり得る候補として

Qc = (
1

2
λ +

1

2

√
λ2 − 4J2)I2,

をとり、L(Qc) = 0に注意し

lim
N→∞

〈
ρN(λ)

〉
N

= π−1=(λ − Qc)
−1
bb = wsc(λ). ¤

6.2 λ − iε (ε > 0) の場合の式 (6.7)の導出

まず

δ(q) =
1

π
lim
ε→0

= 1

q − iε
=

1

2πi
lim
ε→0

[
1

q − iε
− 1

q + iε

]
=

1

π
lim
ε→0

ε

q2 + ε2
in D′(R),

即ち、任意の φ ∈ C∞
0 (R)に対して

π−1=
∫

R
dq

φ(q)

q − iε
= π−1

∫
R

dq
εφ(q)

q2 + ε2
= π−1

∫
R

dq
φ(εq)

1 + q2
→ φ(0) = 〈φ, δ〉 as ε → 0

となることに注意する。故に、任意に固定した φ ∈ C∞
0 (R)に対し、∫

UN

dµN(H)〈φ(·), 1

N

N∑
α=1

δ(· − Eα(H))〉def
=

∫
UN

dµN(H) lim
ε→0

∫
R

dλφ(λ)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2

= lim
ε→0

∫
UN

dµN(H)

∫
R

dλφ(λ)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
by Lebesgue’s dom. conv. theorem

= lim
ε→0

∫
R

dλφ(λ)

∫
UN

dµN(H)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
by Fubini’s theorem

となる。
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積分の順序変更に関する２番目の等式は、任意の φ ∈ C∞
0 (R)をとると、任意の

ε > 0とH ∈ UN に対し

∣∣ ∫
R

dλφ(λ)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
∣∣ ≤ max |φ(λ)|.

となることより従う。ここで
∫

R dλ ε(λ2 + ε2)−1 = π なることを用いている。更に、
第３の等式は

∣∣φ(λ)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
∣∣ ≤ ε−1|φ(λ)|, (

N

πN

ε

a2 + ε2
≤ 1

ε
)

であり、この右辺は、任意に固定した ε > 0に対し、積測度 dλ dµN (H)に関し積分
可能なことより従う。

上式最後のラインで、dλに関し積分する前に極限が取れるかどうかは以下の量を詳
しく調べれば良い。

g(λ, ε,N) =

∫
UN

dµ(H)
1

πN
=

N∑
α=1

1

λ − iε − Eα(H)
. (6.9)

この小節で

(i) 任意の ε > 0とN ∈ Nに対し g(·, ε, N) ∈ L1
loc(R)となっている、

(ii) 任意のN ∈ Nに対し、limε→0 g(·, ε, N)はD′(R)の意味で存在し、
〈
ρN(λ)

〉
N
と表

記される、
を主張する。

さて

zj = xj + iyj, zj = xj − iyj, xj, yj ∈ Rev; θk, θk ∈ Rod = Cod,

X = t(z, θ), z = t(z1, · · · , zN), θ = t(θ1, · · · , θN),

X∗ = (z∗, θ∗), z∗ = (z1, · · · , zN), θ∗ = (θ1, · · · , θN)

とおき、θkと θkは別の奇変数の組とする。

以下は良く知られた公式でキーとなるものである：

補題 6.1 µ = λ − iε (ε > 0)とおく。

tr
1

µIN − H
=

N∑
α=1

1

µ − Eα(H)

= i

∫
CN|2N

N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (µIN − H))X].

(6.10)

これを示すために以下が必要である：
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補題 6.2 Γを対角行列でその成分を (γ1, · · · , γN)で γj ∈ Rなるものとする。(z∗·z) =∑N
j=1 zjzj = |z|2とおくと

i

∫
CN|2N

N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (Γ−iεIN))X] =
N∑

j=1

1

γj−iε
. (6.11)

証明：公式

i

∫
CN|0

N∏
j=1

dzj dzj

2πi
(z∗·z) exp [−iz∗(Γ−iεIN)z] =

( N∑
j=1

1

γj−iε

) N∏
j=1

1

ε+iγj

,

と ∫
C0|2N

N∏
k=1

dθkdθk exp [−iθ∗(Γ−iεIN)θ] =
N∏

k=1

(ε+iγk),

より (6.11)はすぐに求まる。 ¤

補題 6.1の証明: 任意のN × N -エルミート行列Hに対し、Γとして λIN − Hの対角
化をとれば、直ちに (6.10) が求まる。 ¤

補題 6.3 µ = λ − iε (ε > 0)とすると、

〈
tr

1

µIN − H

〉
N

= i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ µIN)X]

× exp [− J2

2N

N∑
j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj)].

(6.12)

証明: 定義から

〈tr 1

µIN − H
〉N =

∫
UN

dµN(H)
[
i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk

× (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (µIN − H)X]
]
.

(6.13)

ところでX∗(I2 ⊗ H)X = Hjk(zjzk + θjθk), だから、〈
exp [±i

N∑
j,k=1

Hjk(zjzk + θjθk)]
〉

N
= exp

[
− J2

2N

N∑
j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj)
]
. (6.14)

積分の順序を変更し、(6.14)を (6.13)に代入して (6.12)を得る。 ¤

ここまでの計算と、式 (6.12)から Wigner半円則を導く方法は少なくとも２つある:

方法 (I) では ε → 0とすることは簡単で、それは簡明ではない公式を導くが計算可能であ
る、
別の方法 (II)は美しい公式 (6.7)を形式的に導くのだが、その公式で ε → 0として数学的
正当化するためにHermite多項式が出てくるまで変形していくと式 (6.7) の美しさは失わ
れてしまう。
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