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実数列69. {xn が任意の} t ∈ に対してR

lim
n→∞

eixnt =

を満たせば

1

lim
n→∞

xn = であることを示せ。0

70. (X,M, µ を測度空間とし、) をf 上の可積分関数とする。このとき任意のX ε > に対して0 δ > が存

在して、

0
E ∈ がM µ(E) < を満たせば、δ

∫
E

fdµ < が成り立つことを示せ。ε

71. をf 上の一様連続関数で、かつR 上のR Lebesgu 可積分関数とする。このとき、e

lim
|x|→∞

f(x) =

を示せ。

0

以下の問いに答えよ。72.

(1) f( がx) R 上のn Lebesg 可測関数ならば、任意のue a ∈ R に対してn f(x+a 、および) f も(−x) Lebesgu
可測であることを示せ。

e

(2) f が(x) R 上n Lebesgu 可積分ならばe f(x + a 、および) f(− もx) Lebesg 可積分であり、ue∫
Rn

f(x + a)dx =
∫

Rn

f(−x)dx =
∫

Rn

f(x)d

が成り立つことを示せ。

x

72. をf R 上のn Lebesgu 可積分関数とする。このときe

lim
|a|→0

∫
Rn

|f(x + a) − f(x)|dx =

を示せ。

0

以下の問いに答えよ。73.

(1) がf R 上でn Lebesgu 可積分ならば、関数e

ϕ(ξ) =
∫

Rn

e−iξ·xf(x)d

は

x

R の有界連続関数であることを示せ。n

(2) をf (1 と同じとする。) がさらに自然数f に対して、m∫
Rn

|x|m|f(x)|dx <

を満たせば、

∞

はϕ R 上でn Cm 級であることを示せ。-



74. がf 上でR Lebesgu 可積分であって、e supp f ≡ {x ∈ R : f(x) �= 0} が有界集合ならば、1

ϕ(ζ) =
∫

R

e−iζxf(x)d

は

x

ζ = ξ + iη ∈ の正則関数であることを示せ。C

75. をf 上の有界連続関数であるとする。R K(t, x) ≡ 1√
4πt

e−
x2
4 とおくt (Heat kernel 熱核( と呼ばれる。) 。)

u(t, x) ≡
∫

R

K(t, x − y)f(y)d とおくとき、y は次の熱方程式の初期値問題の解であることを示せ。u

{
limt↓0 u(t, x) = f(x) for x ∈ R

∂
∂tu(t, x) = ∂2

∂x2 u(t, x) for t > 0, x ∈ R.

集合76. A ⊂ R が正のn Lebesgu 測度を持てば、集合e Ã ≡ {x− y : x,y ∈ A は} R の原点を内点として含

むことを示せ。

n

77. をf R 上の可積分関数とする。任意のn ε > に対して、台がコンパクトな連続関数0 が存在してfε∫
Rn

|f(x)− fε|dx <

を満たすことを示せ。

ε

78. をf R 上の可積分関数とする。このときn

lim
|ξ|→∞

∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx →

を示せ。

0

79. {δn}n∈ をN 0 = δ1 < δ2 < · · · < δn < · · 、· limn→∞ δn = とし、1 gn (n = 1, 2, · · · を) [0, 1 上の実数値
連続関数で台が

]
(δn, δn+1 に入り、)

∫ 1

0

gn(t)dt =

を満たすとする。

1

f(x, y) ≡
∞∑

n=1

(gn(x) − gn+1(x))gn(y

と定義する。このとき

)

のf Lebesg 測度に関する逐次積分について考察せよ。ue

1supp をf の台と呼ぶ。f

2



80. X = Y = [0, 1、] をµ 上のX Lebesgu 測度としe
M ≡ {Lebesgu 可測なe の部分集合X とする。}
N ≡ { の部分集合Y 、} はλ counting measu 即ちre E ∈ に対しN

λ(E) =

{
∞ if 
(E) = ∞,


(E) if 
(E) <

とする。

∞

f(x,y) =

{
1 if x = y,

0 if x �=

を

y

(X × Y,M ⊗N , µ × λ 上の可測関数としたとき、逐次積分を考察せよ。)

81. f, が可積分ならば、g a.e. に対してx

f ∗ g(x) ≡
∫

Rn

f(x − y)g(y)d

は有限で、

y

f ∗ もg R 上可積分であることを示せ。n

82. f, g, をh R 上の可積分関数とする。このときn

f ∗ g(x) = g ∗ f(x) (a.e. x), (f ∗ g) ∗ h(x) = f ∗ (g ∗ h)(x) (a.e. x

を示せ。

)
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