
　

スーパー解析学入門第 11回講義予定– 07.07.02 井上淳

9 線形代数入門

10 微分積分入門

11 Wignerの半円則について

11.1 概要

〈
ρN (λ)

〉
N

= π−1=
∫

Q

dQ
(
{(λ − i0)I2 − Q}−1

)
bb

exp [−NL(Q)] (11.1)

11.2 The derivation of 〈ρ(λ − iε)〉N (ε > 0 fixed) and its consequences

まず

δ(q) =
1
π

lim
ε→0

= 1
q − iε

=
1

2πi
lim
ε→0

[
1

q − iε
− 1

q + iε

]
=

1
π

lim
ε→0

ε

q2 + ε2
in D′(R),

即ち、任意の φ ∈ C∞
0 (R)に対して

π−1=
∫

R
dq

φ(q)
q − iε

= π−1

∫
R

dq
εφ(q)

q2 + ε2
= π−1

∫
R

dq
φ(εq)
1 + q2

→ φ(0) = 〈φ, δ〉 as ε → 0

となることに注意する。故に、任意に固定した φ ∈ C∞
0 (R)に対し、∫

UN

dµN (H)〈φ(·), 1
N

N∑
α=1

δ(· − Eα(H))〉def=
∫

UN

dµN (H) lim
ε→0

∫
R

dλφ(λ)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2

= lim
ε→0

∫
UN

dµN (H)
∫

R
dλφ(λ)

1
πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
by Lebesgue’s dom. conv. theorem

= lim
ε→0

∫
R

dλφ(λ)
∫

UN

dµN (H)
1

πN

N∑
α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
by Fubini’s theorem

となる。

実際、２番目の等式は、任意の φ ∈ C∞
0 (R)をとると、任意の ε > 0と H ∈ UN に対し

˛

˛

Z

R
dλ φ(λ)

1

πN

N
X

α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
˛

˛ ≤ max |φ(λ)|.

となることより従う。ここで
R

R dλ ε(λ2 + ε2)−1 = π なることを用いている。更に、第３の等式は

˛

˛φ(λ)
1

πN

N
X

α=1

ε

(λ − Eα(H))2 + ε2
˛

˛ ≤ ε−1|φ(λ)|,

であり、この右辺は、任意に固定した ε > 0に対し、積測度 dλ dµN (H)に関し積分可能なことより従う。
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上式最後のラインで、dλに関し積分する前に極限が取れるかどうかは以下の量を詳しく調べれば良い。

g(λ, ε,N) =
∫

UN

dµ(H)
1

πN
=

N∑
α=1

1
λ − iε − Eα(H)

. (11.2)

この小節で

(i) 任意の ε > 0とN ∈ Nに対し g(λ, ε,N)は λの関数となっている、

(ii) 任意のN ∈ Nに対し、limε→0 g(·, ε,N)は D′(R)の意味で存在し、
〈
ρN (λ)

〉
N
と表記される、

を主張する。

さて
zj = xj + iyj , zj = xj − iyj , xj , yj ∈ Rev; θk, θk ∈ Rod = Cod,

X = t(z, θ), z = t(z1, · · · , zN ), θ = t(θ1, · · · , θN ),

X∗ = (z∗, θ∗), z∗ = (z1, · · · , zN ), θ∗ =っq(θ1, · · · , θN ).

とおき、θk と θk は別の奇変数の組とする。

以下は良く知られた公式でキーとなるものである：

補題 11.1 µ = λ − iε (ε > 0)とおく。

tr
1

µIN − H
=

N∑
α=1

1
µ − Eα(H)

= i

∫
CN|2N

N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (µIN − H))X].

(11.3)

これを示すために以下を用いる：

補題 11.2 Γを対角行列でその成分を (γ1, · · · , γN )で γj ∈ Rなるものとする。(z∗·z) =
∑N

j=1 zjzj = |z|2

とおくと

i

∫
CN|2N

N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (Γ−iεIN ))X] =
N∑

j=1

1
γj−iε

. (11.4)

証明：変数が分離しているので、公式

i

∫
CN|0

N∏
j=1

dzj dzj

2πi
(z∗·z) exp [−iz∗(Γ−iεIN )z] =

( N∑
j=1

1
γj−iε

) N∏
j=1

1
ε+iγj

,

（振動積分として）と ∫
C0|2N

N∏
k=1

dθkdθk exp [−iθ∗(Γ−iεIN )θ] =
N∏

k=1

(ε+iγk),

より (11.4)はすぐに求まる。 ¤

補題 11.1の証明: 任意のN ×N -エルミート行列H に対し、Γとして λIN −H の対角化をとれば、直

ちに (11.3) が求まる。 ¤
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補題 11.3 µ = λ − iε (ε > 0)とすると、

〈
tr

1
µIN − H

〉
N

= i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ µIN )X]

× exp [− J2

2N

N∑
j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj)].

(11.5)

証明: 定義から

〈tr 1
µIN − H

〉N =
∫

UN

dµN (H)
[
i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk

× (z∗·z) exp [−iX∗(I2 ⊗ (µIN − H)X]
]
.

(11.6)

ところでX∗(I2 ⊗ H)X = Hjk(zjzk + θjθk), だから、

〈
exp [±i

N∑
j,k=1

Hjk(zjzk + θjθk)]
〉

N
= exp

[
− J2

2N

N∑
j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj)
]
. (11.7)

積分の順序を変更し、(11.7)を (11.6)に代入して (11.5)を得る。 ¤

ここまでの計算と、式 (11.5)から Wigner半円則を導く方法は少なくとも２つある:

方法 (I) では ε → 0とすることは簡単で、それは簡明ではない公式を導くが計算可能である、

別の方法 (II)は美しい公式 (11.1)を形式的に導くのだが、その公式で ε → 0として数学的正当化するため

に Hermite多項式が出てくるまで変形していくと式 (11.1) の美しさは失われてしまう。

================　ここまでが前回分　====================

(I) 以下の計算は E. Brézin [4], [5]による:
N∑

j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj) = (z∗·z)2 + 2(θ∗·z)(z∗·θ) − (θ∗·θ)2,

となるので

exp [
J2

2N
(θ∗·θ)2] =

(
N

2πJ2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dτ exp [−τ(θ∗·θ) − N

2J2
τ2].

この関係式を (11.6)に代入すると

〈
tr

1
µIN − H

〉
N

=i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z)

× exp [−iX∗(I2 ⊗ µIN )X − J2

2N
((z∗·z)2 + 2(θ∗·z)(z∗·θ))]

×
(

N

2πJ2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dτ exp [−τ(θ∗·θ) − N

2J2
τ2].

命題 11.1 以下の公式が得られる:〈
tr

1
(λ−i0)IN − H

〉
N

= i
1

(N − 1)!

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1 ∫ ∞

0

ds sN exp [− N

2J2
(2iλs + s2)]

×
∫ ∞

−∞
dτ (τ + iλ)N−1(τ + iλ + s) exp [− N

2J2
τ2]

= i
1

(N − 1)!

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1 ∫∫
R+×R

dsdτ (1 + (τ + iλ)−1s)

× exp [−N(
1

2J2
(τ2 + 2iλs + s2) − log s(τ + iλ))].

(11.8)
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証明：まず

−iµ(θ∗·θ) − J2

N
(θ∗·z)(z∗·θ) − τ(θ∗·θ) = −

∑
a,b

θa((τ + iµ)δab +
J2

N
zazb)θb,

となることと、以下に述べる補題 11.4を用いて∫ N∏
k=1

dθkdθk exp [−iµ(θ∗·θ) − J2

N
(θ∗·z)(z∗·θ) − τ(θ∗·θ)] = (τ + iµ)N−1(τ + iµ +

J2

N
(z∗·z)). (11.9)

表現式 (11.9)より

〈
tr

1
µIN − H

〉
N

=i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi
(z∗·z) exp [−iµ(z∗·z) − J2

2N
(z∗·z)2]

×
(

N

2πJ2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dτ (τ + iµ)N−1(τ + iµ +

J2

N
(z∗·z)) exp [− N

2J2
τ2].

CN = R2N を zj = xj + iyj , zj = xj − iyj , dzj ∧ dzj = 2idxj ∧ dyj と同一視し、極座標 (r, ω) ∈

R+×S2N−1を用い
N∏

j=1

dzj dzj

2πi
=

N∏
j=1

dxjdyj

π
= π−Nr2N−1dr dω,

∫
S2N−1 dω = vol(S2N−1) = 2πN/(N−1)!

とすると、〈
tr

1
µIN − H

〉
N

= i
1

(N − 1)!

∫ ∞

0

dr2 r2N exp [−iµr2 − J2

2N
r4]

×
(

N

2πJ2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dτ (τ + iµ)N−1(τ + iµ +

J2

N
r2) exp [− N

2J2
τ2].

ここで、独立変数を r2 = (N/J2)r̃と取り替え、ε → 0、即ち、µ → λ − i0として結果が従う。上での積分

記号下での極限移行 ε → 0は Lebesgueの有界収束定理が保証する。 ¤

系 11.1 このとき λ = 0に対し、〈
ρN (0)

〉
N

=
1

πJ
[1 − (−1)N 1

4
N−1 +

1
32

N−2 + (−1)N 5
128

N−3 + O(N−4)]. (11.10)

証明 ：まず、任意の ` > 0と n = 0, 1, 2, 3, · · · に対して∫ ∞

−∞
dt e−`t2t2n+1 = 0,

∫ ∞

0

dt e−`t2t2n+1 =
n!

2`n+1
, (11.11)∫ ∞

−∞
dt e−`t2t2n = `−n− 1

2 Γ
(

2n + 1
2

)
= `−n− 1

2
(2n)!
n!22n

π
1
2 . (11.12)

が成り立つ。これより〈
ρN (0)

〉
N

=
1

πN
=

〈
tr

1
−i0IN − H

〉
N

=
1

πN !

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1 ∫ ∞

0

ds sN exp [− N

2J2
s2]

∫ ∞

−∞
dτ τN−1(τ + s) exp [− N

2J2
τ2]

=
1

πN !

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

×


1
2

(
N

2J2

)−N−1

Γ
(

N + 1
2

)2

, N=even,

1
2

(
N

2J2

)−N−1

Γ
(

N

2

)
Γ
(

N + 2
2

)
, N=odd,

であり、あとは Stirlingの公式 (11.19)を用いれば良い。 ¤

上式 (11.9)を示すために以下を用意する：
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補題 11.4 Mab = αδab + βzazb となる行列M = (Mab)に対し、

detM = αN−1(α + β|z|2), |z|2 = z∗·z.

証明：uがMu = γuを満たすとすると、

z · Mu = γz · u, u · Mu = γu · u. (11.13)

この最初の式から

(γ − α − β|z|2)
N∑

j=1

ujzj = 0

となる。もし
∑N

j=1 ujzj 6= 0ならば、γ = α + β|z|2 となる。一方、
∑N

j=1 ujzj = 0のときは、(11.13)の

２番目の式から、γ = αとなる。多重度を考慮すれば求める式となる。 ¤

(II) 表現式 (11.1)を得るには以下のようにする。

AX =

(∑N
j=1 zjzj

∑N
j=1 θjzj∑N

j=1 θjzj

∑N
j=1 θjθj

)
,

とおくと

str A2
X =

N∑
j,k=1

(zjzk + θjθk)(zkzj + θkθj).

一方、以下の補題は Hubbard-Stratonovichの公式と呼ばれる：

補題 11.5 Aを偶 2 × 2スーパー行列とすると、

exp [− J2

2N
str A2] =

∫
Q

dQ exp [− N

2J2
str Q2 ± i str (QA)]. (11.14)

証明：行列 A =

(
a θ1

θ2 b

)
を a, b ∈ Rev かつ θ1, θ2 ∈ Rod なるものとする。任意の γ > 0に対し

∫
Q

dQ exp [−1
2

str (γQ ± iγ−1A)2] = 1

となる。更に、

str (γQ ± iγ−1A)2 = γ2(x2
1 + x2

2 + 2ρ1ρ2) ± 2i(x1a + ρ1θ2 − ρ2θ1 − ix2b) − γ−2(a2 − b2 + 2θ1θ2)

となることは分かるから∫
dρ1dρ2 exp [−γ2ρ1ρ2 ∓ i(ρ1θ2 − ρ2θ1) + γ−2θ1θ2] = (γ2 − θ1θ2)(1 + γ−2θ1θ2) = γ2,∫

dx1dx2

2π
exp [−γ2

2
(x2

1 + x2
2) ∓ i(x1a − ix2b) +

γ−2

2
(a2 − b2)]

=
∫

dx1dx2

2π
exp [−1

2
(γx1 ± iγ−1a)2 − 1

2
(γx2 ± γ−1b)2] = γ−2. ¤

(11.14)で A = AX とし、それを (11.5)に代入し str (QAX) = X∗(Q ⊗ IN )X を用い、積分順序を変

更しその積分の一部分を見ると、

i

∫ N∏
j=1

dzj dzj

2πi

N∏
k=1

dθkdθk (z∗·z) exp [−iX∗((µI2 − Q) ⊗ IN

)
X]

=
N∑

j=1

({µI2 − Q) ⊗ IN}−1)bb,jj sdet−1(i(µI2 − Q) ⊗ IN )
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となる。故に、

補題 11.6 µ = λ − iε (ε > 0)に対して

〈
tr

1
µIN − H

〉
N

=
∫

Q

dQ
N∑

j=1

({(µI2 − Q) ⊗ IN}−1)bb,jj sdet−1(i(µI2 − Q) ⊗ IN ). (11.15)

ここで (C)bb,jj は（偶）スーパー行列 C のボゾンーボゾン部分の j-番目の対角成分とする。

簡単な計算で

({µI2 − Q) ⊗ IN}−1)bb,jj = ({µI2 − Q}−1)bb for any j = 1, 2, · · · , N,

sdet−1(i(µI2 − Q) ⊗ IN ) = sdet−N (µI2 − Q),

str (AB) = str (BA), str (A + B) = str A + str B, log (sdet ` A) = ` str (log A) for ` ∈ Z,

となるから、 〈
tr

1
µIN − H

〉
N

=
∫

Q

dQN
(
{µI2 − Q}−1

)
bb

exp [−NL(µ;Q)] (11.16)

と表現される。ここで

L(µ;Q) = str [(2J2)−1Q2 + log (µI2 − Q)],(
{µI2 − Q)}−1

)
bb,11

=
µ − ix2

(µ − x1)(µ − ix2) − ρ1ρ2
=

(µ − x1)(µ − ix2) + ρ1ρ2

(µ − x1)2(µ − ix2)
,

Q =
{
Q =

(
x1 ρ1

ρ2 ix2

) ∣∣ x1, x2 ∈ Rev, ρ1, ρ2 ∈ Rod

}
.

注意 11.1 上式 (11.16)で直接的に ε → 0とできれば「望みの式」(11.1)が求まる。

11.3 The proof of semi-circle law and beyond that

以下の積分の N に関する漸近挙動を調べよう：

〈
tr

1
(λ−i0)IN − H

〉
N

= i
1

(N − 1)!

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

(I1 + I2),

I1 =
∫ ∞

0

ds sN exp [− N

2J2
(2iλs + s2)]

∫ ∞

−∞
dτ (τ + iλ)N exp [− N

2J2
τ2],

I2 =
∫ ∞

0

ds sN+1 exp [− N

2J2
(2iλs + s2)]

∫ ∞

−∞
dτ (τ + iλ)N−1 exp [− N

2J2
τ2].

(11.17)

定理 11.1 |λ| < 2J とする。θ = − arg τ+, τ+ = 2−1(−iλ +
√

4J2 − λ2)とおくと、

I1 + I2 = 2πe−NJ2(N+1)

[
e−iθN−1 +

1
12

(
e−iθ − (−1)N 3e−iN(sin 2θ+2θ)

cos 2 θ

)
N−2 + O(N−3)

]
(11.18)

となる。

Stirlingの公式

(N − 1)! = e−NNN−1/2
√

2π(1 +
1
12

N−1 +
1

288
N−2 − 139

51840
N−3 − 571

2488320
N−4 + O(N−5)),
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即ち、
1

(N − 1)!
=

eNN−N+1/2

√
2π

(1 − 1
12

N−1 − 1
96

N−2 + O(N−3)) (11.19)

より、

〈
tr

1
(λ−i0)IN − H

〉
N

= i
1

(N − 1)!

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

(I1 + I2),

= i
N2

J

(
e−iθN−1 +

1
12

[e−iθ − (−1)N 3e−iN(sin 2θ+2θ)

cos 2 θ
]N−2 + O(N−3)

)
(1 − 1

12
N−1 + O(N−2))

= i
N

J

(
e−iθ − (−1)N

4
e−iN(sin 2θ+2θ)

cos 2 θ
N−1 + O(N−2)

)
.

故に定理 1.2の前半部分は証明された。 ¤

|λ| ≥ 2J の場合の、関係式 (11.20)も同様に証明される：即ち、

定理 11.2 λ > 2J とする。定数 k(λ) > 0と C(λ) > 0 があって

I1 + I2 = J2Ne−NK(N) + pure imaginary part with
∣∣K(N)

∣∣ ≤ C(λ)N− 1
2 e−k(λ)N . (11.20)

この評価を
〈
ρN (λ)

〉
N
の定義に代入して

〈
ρN (λ)

〉
N

= = 1
πN

〈
tr

1
(λ−i0)IN − H

〉
N

= =i
1

πN !

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

(I1 + I2),

= =i
1

πN !

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

J2Ne−N (K(N) + pure imaginary part)

=
1

πN !

(
N

2πJ2

)1/2(
N

J2

)N+1

J2Ne−NK(N).

Stirlingの公式 (11.19)を上式の最後の行に代入して、式 (11.20)の評価を得る。 ¤

11.4 Edge mobility

|z| ≤ 1に対し N → ∞のときの、
〈
ρN (2J − zN−2/3)

〉
N
とか

〈
ρN (−2J + zN−2/3)

〉
N
の漸近挙動を

調べる。ここでは公式 (??)を用いる:　

〈
ρN (2J − zN−2/3)

〉
N

=
NN+1/2

(2π)3/2(N − 1)!J2N+1

∫∫
R2

dt ds exp [−Nφ+(t, s, 2J − zN−2/3)]

× a+(t, s, 2J − zN−2/3;N),
(11.21)

〈
ρN (−2J + zN−2/3)

〉
N

=
NN+1/2

(2π)3/2(N − 1)!J2N+1

∫∫
R2

dt ds exp [−Nφ−(t, s,−2J + zN−2/3)]

× a−(t, s,−2J + zN−2/3;N).
(11.22)

ここで

φ±(t, s, λ) =
1

2J2
(t2 + s2 + λ2) − log (λ∓it)(λ∓is),

a±(t, s, λ;N) =
2(λ∓it)(λ∓is) − (1 − N−1)[(λ∓it)2 + (λ∓is)2]

2(λ∓it)2(λ∓is)2
.

(11.23)
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命題 11.2 |z| ≤ 1に対し、

〈
ρN (2J − zN−2/3)

〉
N

=
N−1/3

8π2J5

∫∫
R2

dx dy (x − y)2 exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]

+ O(N−2/3).
(11.24)

但し、上式右辺は振動積分と解釈する。

証明：ここでは、φ+ と a+ の添字 +を省略する。

u = N−1/3 とおく。λ = 2J − zu2 に対し変数変換 s = −iJ + yu, t = −iJ + xuすると、

ϕ(x, y, z;u) = φ(−iJ + xu,−iJ + yu, 2J − zu2) = h(u) − log g(u)

となる。ここで、

h(u) =
1

2J2
((−iJ + xu)2 + (−iJ + yu)2 + (2J − zu2)2)

= 1 − i(x + y)
J

u +
x2 + y2 − 4zJ

2J2
u2 +

z2

2J2
u4,

g(u) = (2J − zu2 − i(−iJ + xu))(2J − zu2 − i(−iJ + yu))

= J2 − iJ(x + y)u − (xy + 2zJ)u2 + iz(x + y)u3 + z2u4.

同様に

α(x, y, z;u) = a(−iJ + xu,−iJ + yu, 2J − zu2;u−3)

=
(x − y)2u2 + u3[2J2 − 2iJ(x + y)u − (x2 + y2 + 4zJ)u2 + 2i(x + y)zu3 + 2z2u4]

2g2(u)

とおく。

ϕ(x, y, z;u)を uに関して u = 0で Taylor展開すると

ϕ(x, y, z;u) = 1 − log J2 +
i

3J3
[x3 + y3 − 3zJ(x + y)]u3 + R(u),

ここで

R(u) =
u4

3!

∫ 1

0

dτ (1 − τ)3ϕ(4)(x, y, z; τu),

ϕ(4)(x, y, z;u) =
4!z2

g(u)
− 3(g′′(u)2 + g′(u)g(3)(u))

g(u)2
+

12g′(u)2g′′(u)
g(u)3

− 6g′(u)4

g(u)4
,

|∂k
x∂`

yR(u)| ≤ Ck,`u
4 for u ≥ 0, x, y ∈ R, |z| ≤ 1, k + ` ≤ 2.

更に、

e−NR(u) = 1 + S(u), S(u) = −u−2

∫ 1

0

dτ R′(τu),

R′(u) =
2u3

3

∫ 1

0

dτ (1 − τ)3ϕ(4)(x, y, z; τu) +
u5

6

∫ 1

0

dτ (1 − τ)3ϕ(5)(x, y, z; τu).

故に

exp [−Nϕ(x, y, z;N−1/3)] = e−NJ2N exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]e−NR(N−1/3).

一方

g(u)−2 = J−4 − 2u

∫ 1

0

dτ g′(τu)g(τu)−3,
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だから、

α(x, y, z;u) =
(x − y)2

2J4
u2 + A(u), A(u) = −u3(x − y)2

∫ 1

0

dτ g′(τu)g(τu)−3.

であり以下を満たす。

|∂k
x∂`

yA(u)| ≤ Ck,`u
3 for u ≥ 0, x, y ∈ R, |z| ≤ 1, k + ` ≤ 2.

これらから∫∫
R2

dt ds exp [−Nφ(t, s, 2J − zN−2/3)] a(t, s, 2J − zN−2/3;N)

= N−2/3

∫∫
R2

dx dy exp [−Nϕ(x, y, z;N−1/3)]α(x, y, z;N−1/3)

= e−NJ2NN−2/3

∫∫
R2

dx dy exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]

× (1 + S(N−1/3))
(

(x − y)2

2J4
N−2/3 + A(N−1/3)

)
= e−NJ2N

[
N−4/3

∫∫
R2

dx dy
(x − y)2

2J4
exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))] + O(N−5/3)

]
.

(11.25)

ここで、以下に述べる補題を適用して

f(x, y) = A(u), A(u)S(u), S(u)
(x − y)2

2J2
u2,

となり、最後の項が O(N−5/3)となる。

更に、Stirling公式 (11.19)を用いて上の式 (11.25)を書き換えると

〈
ρN (2J−zN−2/3)

〉
N

=
N−1/3

8π2J5

∫∫
R2

dx dy ×exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))](x−y)2+O(N−2/3). ¤

補題 11.7 もし f が

|∂k
x∂`

yf(x, y)| ≤ Ck,`

を満たすならば、 ∣∣∣∣ ∫∫
R2

dxdy f(x, y) exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]

∣∣∣∣ ≤ C < ∞.

証明：Laxの手法を用いて振動積分を評価を行う：それは

Φ(x, y) = 1 + 18z2J2 +
2i(x + y)

J3
+

6z(x2 + y2)
J2

+
x4 + y4

J6

とおくとき、

(1 − ∂2
x − ∂2

y) exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))] = Φ(x, y) exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]

となることに注意する。故に、∫∫
R2

dxdy f(x, y) exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))]

=
∫∫

R2
dxdy (1 − ∂2

x − ∂2
y)

f(x, y)
Φ(x, y)

exp [− i

3J3
(x3 + y3 − 3zJ(x + y))].

仮定より、(1− ∂2
x − ∂2

y)(f(x, y)/Φ(x, y))は測度 dxdyに関して可積分だから、望みの結果が従う。 ¤
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Airy関数を以下のように定義する

Ai(z) =
∫

R
dx exp [− i

3
x3 + izx] =

∫
R

dx exp [
i

3
x3 − izx] = Ai(z) for z ∈ R

と ∫
R

dx exp [− ix3

3J3
+

izx

J2
] = J Ai(

z

J
),∫

R
dxx exp [− ix3

3J3
+

izx

J2
] = −iJ2 Ai′(

z

J
),∫

R
dxx2 exp [− ix3

3J3
+

izx

J2
] = −J3 Ai′′(

z

J
).

それ故 〈
ρN (2J − zN−2/3)

〉
N

= N−1/3f(zJ−1) + O(N−2/3),

但し、

f(z) =
1

4π2J
(Ai′(z)Ai′(z) − Ai′′(z)Ai(z)). ¤

系 11.2 |z| ≤ 1に対し 〈
ρN (−2J + zN−2/3)

〉
N

= −N−1/3f(zJ−1) + O(N−2/3).

注意 11.2 Brézin and Kazakovは Brézinの公式 (11.8)を用いて上記と同様の結果を得ているようだが少

なくとも私は彼らの証明 (48) of [5]を理解できなかった。
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