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1 関 数 u(
√

x2 + y2 + z2) で 条件

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0,

u(r0) = a, u(r1) = b, (但し 0 < r0 < r1)

を 満た す も の を 求 め よ 。

解答例 1 ： r =
√

x2 + y2 + z2 と お く 。

∂r

∂x
=

x
√

x2 + y2 + z2
=

x

r
,

∂2r

∂x2
=

r − x(x/r)

r2
=

y2 + z2

r3

と なる か ら 、 合成関 数の 偏微分を す る こ と に よ り

∂u(r)

∂x
= u′(r)

x

r
,

∂2u(r)

∂x2
= u′′(r)

x2

r2
+ u′(r)

y2 + z2

r3

と なる 。 他の 変数 y, z に 対して も 同様だ か ら 、

uxx + uyy + uzz = u′′(r) +
2

r
u′(r) = 0

と なる 。 こ こ で 、 h(r) = u′(r) と お け ば 、 上式は

h′(r) +
2

r
h(r) = 0,

と なり 、 こ れ は 変数分離形だ か ら 容易 に 解け て h(r)r2 = c1, u′(r) = c1

r2 と なる 。 こ れ よ り 、 u(r) = − c1

r
+ c2 と

なる が 、 境界条件 u(r0) = a, u(r1) = b を 用い て 、

u(r) = −
r0r1

r0 − r1
(a − b)

1

r
+

ar0 − br1

r0 − r1
. �

2 f ∈ C([a, b])、 K ∈ C([a, b] × [a, b]) と す る 。 こ の と き 、 u に 対す る 積分方程式

u(x) =

∫ x

a

K(x, y)u(y)dy + f(x), x ∈ [a, b] (1)

は 一 意 的な解 u ∈ C([a, b]) を 持つ こ と を 示せ （ ヒ ン ト： (1) の 右 辺を (Tu)(x) と お く と 、 十分大き な自然数m

に 対して T m が 縮小写像と なる ）。

解答例 2 ： 関 数空間 C([a, b]) に 距離 d(u, v) = maxx∈[a,b] |u(x) − v(x)) を 入れ る と 、 こ れ は 完 備な距離

空間 に なる こ と は 知ら れ て い る 。

(Tu)(x) − (Tv)(x) =

∫ x

a

K(x, y)(u(y) − v(y))dy (2)

と なる か ら M = maxx,y∈[a,b] |K(x, y)| と お く と

|(Tu)(x) − (Tv)(x)| = |T (u − v)(x)| ≤ M |x − a|d(u, v)

と なる 。 こ の 不等式を (2) に 代入して

|(T 2u)(x) − (T 2v)(x)| = |T 2(u − v)(x)| = |T (Tu− Tv)(x)| ≤
M2|x − a|2

2!
d(u, v)

1



と なる 。 こ れ を 繰り 返し

|(T `u)(x) − (T `v)(x)| ≤
M `|x − a|`

`!
d(u, v)

なる こ と は ` に 関 す る 帰 納法で 示さ れ る 。 一 方、 lim`→∞
M`|x−a|`

`! = 0 だ か ら 、 m を 大き く 採れ ば Mm|x−a|m

m! < 1

と なる 、 即ち 、 T m は 縮小写像と なる 。

完 備な距離空間 の 縮小写像は 唯一 つ の 不動点を 持つ こ と は 知ら れ て い る 。 即ち 、 T mv = v と す る と

T m(Tv) = T m+1v = T (T mv) = Tv だ か ら Tv も T m の 不動点に なる 。 T m の 不動点は 一 意 的だ か ら 、 Tv = v

で なけ れ ば なら ない 。 即ち 、 T m の 不動点は T の 不動点で も あ る 。 ま た 、 T の 不動点も 唯一 つ で あ る こ と も 同

様に 示さ れ る 。

こ れ ら よ り 、 上で 定義 さ れ た 写像 T は 唯一 つ の 解を 持つ 。

注意 ： 直接、 逐次近似で

u0(x) = f(x), un+1(x) =

∫ x

a

K(x, y)un(y)dy + f(x)

が 完 備距離空間 (C([a, b]), d) で Cauchy列に なる こ と を 示せ ば よ い 。 L = maxx∈[a,b] |f(x)| と お く と

|un+1(x) − un(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

K(x, y)(un(y) − un−1(y))dy

∣

∣

∣

∣

≤
Mn+1|x − a|n+1L

(n + 1)!

と なる こ と は 、 帰 納法で 示さ れ る 。 こ れ よ り m > n

|um(x) − un(x)| = |

m−1
∑

k=n

(uk+1(x) − uk(x))| ≤

m−1
∑

k=n

Mk|x − a|kL

k!

に 注意 す れ ば Cauchy列に なる 。 ま た 、 一 意 性は 、 も し２ つ 解 u, v が あ る と して

|u(x) − v(x)| = |Tu(x) − Tv(x)| ≤
Mk|x − a|k

k!
d(u, v) → 0 (k → ∞)

か ら 従う 。
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