
微分方程式概論 第 13回講義 内容（ 2006年 07月 21日） 井 上淳

1 常微分方程式の 初等解法

2 常微分方程式の 基 礎定理

3 線形常微分方程式の 一 般論

4 変分原理： Lagrange 方程式と Hamilton 方程式

4.1 汎関 数の 微分

4.2 極値曲線、 停留点

付録： ノ ル ム 空間 上の 関 数の 微分

4.3 Lagrange 方程式

4.4 Legendre 変換

4.5 Hamilton 方程式

4.5.1 Liouville の 定理

4.5.2 １注意

5 付録： 解の 延 長

6 付録： 解の 一 意 性

7 測地線の 方程式

有限次元空間 R
m上の 2点 P , Q を 結ぶ 最短線は 直線と なる （ と 信じ て い る ?）。 こ の 信念？ が 「 曲が っ た

空間 」（ 一 般の 多様体） で は ど う なる だ ろ う か ？ 例え ば 、 光線は 直進す る と 考え て い る が 、 空気 中か ら 水に 光

が 進む と 、 水中の 物体は 実際の 深さ に あ る よ り も 浮い て 見え る 。

(M, g) を Riemann多様体と す る 。 以 下、 曲っ た 多様体に 馴染みが ない 人は M = R
n、 或 い は 必要なら ば

M = Tn と 考え て 理解す れ ば 、 少なく と も 「 微分方程式」 的に は ほ ぼ 十分で あ る 。

以 下の 記 述は
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Y.Choquet-Bruhat, C. deWitt-Morette:Analysis, Manifolds, and Physics, Part I, Foundations, and Part

II, Applications,

か ら 借用した 。

(q, q̇) ∈ TM に 対し　

L(q, q̇) =
1

2

n
∑

i,j=1

gij(q)q̇
i q̇j

なる 関 数を 考え る 。 但し、 行列 (gij(q)) は 正定値
1対称行列で あ り 、 座標は 微分幾 何の 伝統に 従っ て q =

(q1, · · ·, qn), q̇ = (q̇1, · · ·, q̇n) と 書く 。 曲線 γ(t) で γ(t) = q, γ(t̄) = q̄ を 満た す も の で 、 長さ 汎関 数

J(γ) =

∫ t̄

t

dt
√

L(γ(t), γ̇(t))

或 い は エネル ギー 汎関 数

E(γ) =

∫ t̄

t

dtL(γ(t), γ̇(t))

の 極値を 与え る も の を 考え る 。

注意 1： 時間 の 変更 ψ : [α, β] ∈ τ → t ∈ [a, b] に 対し γ̃ = γ ◦ ψ と お く と J(γ) = J(γ̃) で あ る 。

実際、 t = ψ(τ), a = ψ(α), b = ψ(β) と す る と

˙̃γj = ψ′(τ)γ̇j(ψ(τ))

と なる か ら

L(γ̃, ˙̃γ) =
1

2
gjk(ψ)(ψ′)2γ̇j(ψ)γ̇k(ψ)

= |ψ′(τ)|2
(

1

2
gjk(t)γ̇

j(t)γ̇k(t)

)∣

∣

∣

∣

t=ψ(τ)

で あ り 、 積分記 号下の 変数変換 公式よ り 結論が 従う 。

そ こ で 、 パ ラ メ タ t が 、 そ の 道 γ に 沿 っ て L(γ(t), γ̇(t)) が 一 定と なる よ う に 取れ て い る と き 、 そ の 道は 弧長で

表示さ れ て い る と い う 。

注意 2： しか し、 時間 の 変更を 上の 注意 の よ う に す る と き E(γ) 6= E(γ̃) で あ る 。

定義 7.1 一 般に 、 2点を 結ぶ J(γ) を 最小に す る γ を 、 測地線と い う 。

注意 3： E の 臨界点は 、 弧長で 表示さ れ た 道に 関 す る J の そ れ で あ り 、 J の ど ん な臨界点も E の 臨界点

で あ る 道に も なる 。 そ こ で 、 E の 臨界点を 与え る 道も 測地線と い う 。

予想さ れ る よ う に 、 測地線は 2点 q と q̄ を 結ぶ 最短経路で あ る の だ が 、 そ れ が 満た す べ き 方程式は

d

dt

δL

δq̇(t)
=

δL

δq(t)
但し

δL

δq̇
=
∂L(q, q̇)

∂q̇

∣

∣

∣

∣

q=q(t),q̇=q̇(t)

, etc.

即ち 、

gij q̈
j − Γijk q̇

j q̇k = 0, (1)

で 、 両端点で

qi(t) = qi, qi(t̄) = q̄i,
1多変数関 数の Taylor 展開と 極小値の 十分条件を 思い 出し、 正定値行列の 定義 を 思い 出そ う
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と なる も の で あ る 。 こ れ を 、 ど う 解け ば い い の か が こ こ 暫く の 目標で あ る 。

(1) の 証明: δL
δq̇i = gij q̇

j よ り

gij q̈
j +

∂gij
∂qk

q̇k q̇j =
1

2

∂gkl
∂qi

q̇k q̇l.

と こ ろ で 、 添字を 付け 替え れ ば
∂gik
∂ql

q̇k q̇l =
∂gil
∂qk

q̇k q̇l

が 成り 立つ か ら 、

Γikl =
1

2

(

∂gkl
∂qi

−
∂gik
∂ql

−
∂gil
∂qk

)

と お い て (1) が 導か れ る 。 ま た (gij) を (gij) の 逆 行列と す る と 、

q̈j = Γjklq̇
k q̇l, Γjkl = gijΓikl. �

7.0.3 測地線方程式の 初期 値問題

正接多様体 TM 上で 測地線方程式

q̇j = vj , v̇j = −Γjk`v
kv`

を 考え る 。 任意 の x0 ∈ M を 取る と き 、 あ る ε > 0 と 0 の Tx0
(M) の 中で の 近傍 V が あ っ て 、 任意 の w ∈ V

に 対し

γw : [−ε, ε] 3 t→ γw(t) ∈M

で 初期 条件

γjw(0) = xj0 γ̇jw(0) = wj

を 満た す 一 意 的な測地線が あ る 2。

前に 注意 した よ う に 測地線は 「 時間 変更」 で 不変だ か ら 、 任意 の λ ∈ R \ {0} に 対し γw(t) が 測地線なら

ば γw(λt) も そ う で あ る 。 そ して
dγjw(λt)

d(λt)

∣

∣

∣

∣

t=0

=
1

λ

dγjw(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

と なっ て い る 。 こ れ は 、「 x0 を 通る 任意 の 測地線は 、 0 の Tx0
(M) の 中で の 近傍を 適切に と れ る なら ば 、 定義

域 を [−1, 1] ま で 拡張で き る 」 こ と を 意 味す る 。 例え ば 、 そ の 近傍を {(wj) | w/ε ∈ V } と 取れ ば よ い 。

そ こ で 、 0 の Tx(M) の 中で の 近傍Wx を 適切に と っ た も の と し、 γw を x を 通り x で の 接ベ クトル を w

と す る 測地線と す る 。 こ の と き w → γw(1) ≡ expx w と 定義 した 写像 exp : Wx → M を 指数写像と い う 。 こ こ

で exp(tw) = γtw(1) = γw(t) を 注意 して お こ う 。

定理 7.1 写像 w → expxw は 0 の Tx(M) の 中で の 開近傍か ら x の 開近傍の 上へ の 微分同型を 与え る 。

証明： 写像 exp は Tx(M) で 微分可能だ か ら 、 そ れ の 微分写像 exp′ : T0(Tx(M)) → Tx(M) が x で 同型で あ

る こ と を 言え ば よ い 。 ま ず 、 明ら か に Tx(M) と T0(Tx(M)) の 次元は 同じ で あ る こ と を 注意 して お く 。 Tx(M)

で の 曲線 t → tv は exp に よ っ て 測地線 t → exp(tv) = γv(t) の 上に 写像さ れ る 。 故に 、 exp′(v) = v と なる 。

�

2微分方程式の 基 本定理よ り
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注意 ： こ と の つ い で に 、 松島与三「 多様体入門」 裳華房よ り 、 写像の 微分 を 引 用して お こ う 。

ま ず 、 関 数の 微分を 思い 出そ う 。 f を 多様体M の 開集合上の 可微分関 数と し、 p ∈ M の と き 、 任

意 の v ∈ Tp(M) に 対し

Tp(M) 3 v → (df)p(v) = v(f) ∈ R

と お く 。 (df)p を f の p に お け る 微分と 呼ぶ 。 (x1, · · ·, xn) を p に お け る 局所座標系と す る と

(df)p

((

∂

∂xi

)

p

)

=
∂f

∂xi
(p)

と なる か ら 、 特に

(dxj)p

((

∂

∂xi

)

p

)

= δj i

と なる 。 故に 、 {(dx1)p, · · ·, (dx
n)p} は Tp(M) の 基 底 {( ∂

∂x1 )p, · · ·, (
∂
∂xn )p} に 双対な T ∗

p (M) の 基 底

で あ る 。

２ つ の 多様体M , M ′ に 対し可微分写像 ϕ : M →M ′ が 与え ら れ た と す る 。 f を ϕ(p)(p ∈ M) の 近

傍で 定義 さ れ た 可微分関 数と す る と 、 ϕ∗f = f ◦ ϕ は p の 近傍で 定義 さ れ た 可微分関 数で あ る 。 任

意 の v ∈ Tp(M) に 対し

((ϕ∗)p(v))(f) = v(ϕ∗f)

と お く 。 こ の (ϕ∗)p を 可微分写像 ϕ の p に お け る 微分と 呼ぶ 。 (x1, · · ·, xn) と (y1, · · ·, ym) を p 及

び ϕ(p) に お け る 局所座標系と し、

ϕ∗yj = ϕj

と お く と

(ϕ∗)p

(

∂

∂xi

)

p

=

m
∑

j=1

∂ϕj

∂xi
(p)

(

∂

∂yj

)

ϕ(p)

と なる 。

(U,ϕ) を 多様体M の 局所座標系で ϕ−1(0) = x0 なる も の と す る 。 R
n の 原点を 通る 直線の ϕ に よ る 像が

M の 測地線に なる と き 、 局所座標系 (U,ϕ) を x0 に 関 して 正規 で あ る と い う 。 写像 Tx(M) 3 v → (vj) ∈ R
n は

微分同型だ か ら 、 指数写像を M の 任意 の 点の 正規 局所座標系の 定義 に 用い る こ と が で き る 。 (xj) を U ⊂ M

で の x0 に 関 す る 正規 局所座標系と す る なら ば 、 x0 を 通る 任意 の 測地線は

γj(t) = ajt (aj) ∈ R
n

と なる 。 こ の と き Γjk`(x0) = 0 と なる 。 実際、

Γjk`(a
mt)aka` = 0 ∀(aj) ∈ R

n

だ か ら で あ る 。

定義 7.2 Riemann多様体M が x0 で 測地的に 完 備で あ る と は 、 任意 の v ∈ Tx0
(M) に 対し expx0

v が 定義 で

き る こ と で あ る 。 Riemann多様体M が 測地的に 完 備で あ る と は 、 任意 の x ∈M と 任意 の v ∈ Tx(M) に 対し

expx v が 定義 で き る こ と で あ る 。

注意 ： 測地的に 完 備で あ る こ と と 、 任意 の 測地線の 定義 域 を R に 拡張で き る こ と と は 同値で あ る 。

こ の 定理の 証明に 、 正規 局所座標系を 用い る の だ が 、 こ こ で は 割 愛 す る 。
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7.0.4 測地線方程式の 両端固定問題

(1) は 初期 値問題が 時間 局所的に 解け る こ と は 前の 議 論で 分か っ た 。 問題は 、 与え ら れ た 2点間 を 結ぶ 測

地線が あ る の か で あ っ た 。

(M, g)上の 2点 y と x に 対して

d(x, y) = inf
γ∈Cb,a,x,y

J(γ), Cb,a,x,y = {[a, b]上で 区分的に 微分可能な γ | γ(a) = y, γ(b) = x}

と お く 。

定理 7.2 d は 多様体 (M, g)上の 距離を 与え る 。

証明： d の 定義 か ら 、 d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = d(y, x) は 明ら か で あ ろ う 。

任意 の ε > 0 に 対して 、 γ1 : [a, b] →M , γ2 : [b, c] →M で そ れ ぞ れ y と x、 z と y を 結ぶ 区分的に 微分可

能な γj で

J(γ1) − d(x, y) < ε, J(γ2) − d(y, z) < ε,

と なる も の が あ る 。 そ こ で γ : [a, c] →M,γ
∣

∣

[a,b]
= γ1, γ

∣

∣

[b,c]
= γ2 と 定義 す れ ば

3、

J(γ) ≤ J(γ1) + J(γ2)

と なる 。 一 方

J(γ1) + J(γ2) < d(x, y) + d(y, z) + 2ε

だ か ら 、 三角不等式

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

が 成立す る 。

問題に なる の は 、 d(x, y) = 0なら ば x = y と なる か ？ で あ り 、 こ れ が 示さ れ れ ば d は 距離関 数で あ る こ

と が 示さ れ る 。 こ れ は 以 下の 定理を 用い て 示さ れ る 。 �

定理 7.3 任意 の x ∈M に 対し、 近傍 U が あ っ て 、 任意 の y ∈ U に 対し x と y を U 内で 結ぶ 一 意 的な測地線

が あ る 。 ま た 、 こ の 測地線の 長さ は d(x, y) で あ る 。

定理 7.4 (Hopf-Rinow) (M, g) を 連結な Riemann多様体と す る と き 、 以 下は 同値で あ る 。

(a) M は 測地的に 完 備で あ る 。

(b) M は あ る 点 x0 ∈M で 測地的に 完 備で あ る 。

(c) M は 距離 d に 関 し完 備で あ る 。

(d) M の 任意 の 閉集合は 、 も し d に 関 し有界なら ば コン パ クトで あ る 。

系 7.1 す べ て の コン パ クト Riemann多様体は 測地的に 完 備で あ る 。

定理 7.5 完 備連結な Riemann多様体上で は 、 任意 の 2点 x, y ∈M は 長さ d(x, y) の 測地線で 結べ る 。

3こ こ で 上に 述べ た 性質 J(γ) = J(γ̃) が 効い て い る
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注意 ： 測地線は 必ず しも 一 意 的で は ない ！ 球 面上の 北極点と 南極点は 同じ 長さ の 無数の 測地線で 結べ る 。

注意 ： 上の 定理 7.3, 定理 7.4 の 証明は

S. Kobayashi and K. Nomizu: Foundations of Differential Geometry vol I, Interscience Pub. 1963

の p.172 を 見る と よ い 。 勿論、 自力で 証明が 考え ら れ た ら 、 そ れ は 素晴ら しい 事だ し、 一 度調べ て そ の と き は

理解した の だ が と 自分で 考え 直して みる の も 、 素晴ら しい 事だ 。

A 付録： 数理生物学の 問題か ら

以 下の 記 述は 、

佐藤總夫「 自然の 数理と 社会の 数理—微分方程式で 解析す る 」 1987, 日本評論社,

J. Mawhin: The legacy of Pierre-Francois Verhulst and Vito Volterra in population dynamics, “The

first 60years of non-linear analysis of J. Mawhin” eds. Delgado et al, 2004, pp 147-160, World Scientific,

M. Braun: Differential Equations and Their Applications, Springer-Verlag, 1975,

等か ら 借用した 。

A.1 何故、 第１次世界大戦中に 地中海で 鮫の 水揚げ 量が 増え た の か ？（ 捕食者ー 被食者問題）

生物学者 D’Ancona は 次の よ う な統計に 接し、 何故か と い う 疑 問を 呈した 。

1914, 1915, 1916, 1917, 1918, 1919, 1920, 1921, 1923, 1924

11.9%, 21.4%, 22.1%, 21.2%, 36.4%, 27.3%, 16.0%, 15.9%, 14.8%, 10.7%

こ れ は 、 イ タリ ア の あ る 漁港に 水揚げ さ れ る 漁獲 量の 内、 鮫等が 占め る 割 合を 第１次世界大戦期 間 を 挟ん で 調

べ た も の で 、「 何故戦争中の 鮫等の 漁獲 量率が 大幅に 増加した の か ？ 」 が 疑 問で あ る 。 漁業操業が 大き く 落ち

込ん だ 為 と す る の で は 、 ど う も 腑に 落ち ない 。 こ れ は 、「 漁業操業の 程度が ど う 食用魚類の 個体数に 影 響す る

の か ？ 」 と い う 大き な問題を 含 ん で い た 。

生物学的な考察だ け で は 、 こ の 疑 問に 答え ら れ ない と 感 じ た D’Ancona は 婚約者の 父の 数学者 Volterra

に 尋ね た 。 Vito Volterra は 捕食者と 餌 食の 問題と して 数学的に 定式化して みた 。 す なわ ち 、 す べ て の 魚類を 被

食者個体数と 捕食者個体数に 分け そ の 時間 変化を 追跡す る 為 の 方程式を た て る こ と か ら は じ め た 。 餌 食と なる

種の 総数を x(t) と し、 も し捕食者が い なけ れ ば Malthus の 法則に よ り 変化率（ 自然増加率） は a倍さ れ 、 餌

食は 捕食者に 接触す る こ と に よ り 数が 減る 割 合が −bxy と す る 。 一 方捕食者の 数 y(t) は 餌 食が い なけ れ ば 変化

率（ 自然減少率） は −c倍さ れ 、 餌 食を 見つ け る 割 合に 応じ て dxy倍さ れ る 、 ま た 漁業操業の 強さ 、 即ち 海上

の 漁船の 数と 海中の 網の 数、 を 定数 ε と 想定して 以 下の 式を 導い た 。











dx

dt
= ãx− bxy, ã = a− ε,

dy

dt
= −c̃y + dxy, c̃ = c+ ε.

(2)

も しこ の 式が 成立す る と 、 以 下の 結果が 成り 立つ 。

ま ず 、 (2) が ２ つ の 平衡解

(x(t), y(t)) = (0, 0), (x(t), y(t)) = (c̃/d, ã/b)

を 持つ こ と が 分か る 。
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ま た 、 任意 の x, y に 対し

(x(t), y(t)) = (xeãt, 0) (x(t), y(t)) = (0, ye−c̃t)

は (2) の 解を なす 。

x, y 6= 0 の と き 、 (2) の 軌 道 (x(t), y(t)) は 、 １階微分方程式

dy

dx
=

−c̃y + dxy

ãx− bxy
=
y(−c̃+ dx)

x(ã− by)

を 満た す の で 、
ã− by

y

dy

dx
=

−c̃+ dx

x

と なる 。 こ れ は 変数分離形なの で

ã log y − by + c̃ log x− dx = const

よ り

yã

eby
xc̃

edx
= K = const. (3)

を 満た す 。

補題 A.1 方程式(3) は 、 x, y > 0 に お い て 、 閉曲線群を 定め る 。

証明： x, y > 0 に お い て 、 関 数 f(y) = yã/eby と g(x) = xc̃/edx を 考え る 。 f(0) = 0, limy→∞ f(y) = 0 で

あ り 、 y > 0 で f(y) ≥ 0 と なる 。 ま た

f ′(y) =
ãyã−1 − byã

eby
=
yã−1(ã− by)

eby

と なる か ら 、 y(t) は y = ã/b に お い て 唯一 つ の 臨界点を も つ 。 故に 、 f(y) は y = ã/b に お い て 最大値

My =
(ã/b)ã

eã

を と る 。 同様に 、 関 数 g(x) は x = c̃/d に お い て 最大値

Mx =
(c̃/d)c̃

ec̃

を と る 。

　 故に 、 (3) は K > MyMx の と き は x, y > 0 を 満た す 解は ない 。 K = MyMx の と き は 唯一 つ の 解

x = c̃/d, y = ã/b を 持つ 。 そ こ で λ < Mx なる 正数を と り K = λMy の 場合を 考え る 。 方程式 xc̃/edx = λ は 、

解 x = xm < c̃/d と 解 x = xM > c̃/d を 持つ か ら 、 方程式

f(y) = yãe−by =

(

λ

xc̃e−dx

)

My

は x が xm よ り 小さ い か 、 xM よ り 大き い と き 、 解 y を 持た ない 。 x = xm ま た は x = xM の と き 、 １つ の

解 y = ã/b を 持つ 。 x が xm と xM の 間 に あ る と き 、 ２ つ の 解 ym(x) と yM (x) を 持ち 、 小さ い 方の 解は 常に

ym(x) < ã/b を 、 大き い 方の 解は 常に yM (x) > ã/b と なる 。 x を xm ま た は xM に 近付け る と 、 ym(x) と yM (x)

の 両方が ã/b に 近づ く 。 従っ て (3) で 定義 さ れ た 曲線は x, y > 0 の と き 閉じ て い る 。 こ れ ら の 閉曲線は x = c̃/d、

y = ã/b の 場合を 除い て 、 ど れ も (2) の 平衡点を 含 ま ない 。 故に 、 (2) の 解 (x(t), y(t)) で x(0) > 0, y(0) > 0 と

なる も の は 、 全て の 時刻に つ い て 周期 関 数で あ り 、 そ の 周期 を T > 0 と す る 。 �
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系 A.1 第１象限か ら 始ま る (2) の 全て の 解 (x(t), y(t)) は そ の 象限に と ど ま る 。

D’Ancona の デー タは 、 実際に は 補食者割 合の １年の 平均で あ る 。 そ こ で 、 (2) の 解に つ い て 「 平均値」 を

考察す る 必要が あ る 。 以 下の 補題は 、 (x(t), y(t)) を 正確 に 分か ら なく と も 平均値は 計算で き る こ と を 示す も の

で あ る 。

補題 A.2 (x(t), y(t)) を 方程式(2) の 周期 解で 、 周期 を T > 0 と す る 。 こ の と き

x̃ =
1

T

∫ T

0

x(t)dt, ỹ =
1

T

∫ T

0

y(t)dt

と 定義 す る と

x̃ =
c̃

d
, ỹ =

ã

b

と なる 。

証明： (2) の 第１式の 両辺を x で 割 る と 、 ẋ/x = ã− by を 得る 。 こ れ よ り

1

T

∫ T

0

ẋ

x
dt =

1

T

∫ T

0

(ã− by)dt

と なる 。 一 方
∫ T

0

ẋ

x
dt = log x(T ) − log x(0)

で あ り 、 周期 T > 0 の 周期 解だ か ら x(T ) = x(0)、 故に

1

T

∫ T

0

by(t)dt =
1

T

∫ T

0

ãdt = ã.

同様に 、 第２ 式を 計算す れ ば よ い 。 �

My =
(ã/b)ã

eã
, Mx =

(c̃/d)ã

eã

と お く 。

定理 A.1 初期 デー タ (x(0), y(0)) が
y(0)ã

eby(0)
x(0)c̃

edx(0)
< MxMy

を 満た す なら ば 、 (2) の す べ て の 解は (x(t), y(t)) は 第１象限に 存在す る 。 即ち 、 絶滅しない 。

Volterra の 原理： 適度な漁業操業 (ã > 0) で は 平均して 食用魚の 個体数は 増加し、 サメ 類の 個体数は 減

少す る 。 漁業操業が 減少す る と 、 サメ 類の 個体数は 増加し、 食用魚の 個体数は 減少す る 。

こ の Volterra の 原理は 捕食者と 被食者の 両方の 昆虫を 駆 除して しま う 殺虫剤の 使用法に 警告を 与え て い

る 。 殺虫剤を 使用す る こ と は 、 む しろ 、 他の 捕食昆虫に よ っ て 制御さ れ て い た 昆虫の 個体数を 増や す こ と を 意

味す る 可能性が あ る か ら で あ る 。 実際、 殺虫剤 DDT が カイ ガラ ム シ駆 除の た め に 開発さ れ 、 果樹栽培者は カ

イ ガラ ム シを 更に 減ら そ う と して こ れ を 用い た が 、 Volterra の 原理で 予想さ れ た 通り 、 カイ ガラ ム シを 増や す

こ と に なっ た 。 オー ストラ リ ア で 多い 蠅を 減ら す た め に 、 放牧牛 、 羊の 糞の 処理を 殺虫剤で は なく 黄金虫に さ

せ 、 成功して い る よ う だ 。 ま た 、 野生の ウ サギに よ る 作物へ の 被害を お さ え る た め に バ クテリ ア ？ か 何か を 用

い て 、 幾 分か 成功した よ う だ が 、 今度は そ れ に 耐性を も っ た ウ サギが 増え て い る と の こ と 。
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A.2 人口動力学か ら

人口数の 変化は ど う 「 決ま っ て 」 い る の だ ろ う か ？

p(t) :時刻 t で の 人口サイ ズ, m(t) :時刻 t で の 人口増加率,

n(t) :時刻 t で 人口増加に 伴う 生き に く さ , r(t) : 時刻 t で の 環 境変化

と す る と 、 時刻 t で の 人口サイ ズは 次の 方程式を 満足す る だ ろ う と い う 想定よ り

p′(t) = p(t)[m(t) − n(t)p(t)] − r(t) (4)

なる 方程式が 立て ら れ る 。

Malthus は 1798年に 「 も し人口増加に 対す る 障害が 無い と す る と 、 人口は 幾 何学的に 増加す る 」 と 発表

を した 。 そ れ を 数学的に 書き 表わ した の が Verhulst で 、 1838年の 論文が 人口動力学の 基 礎と なっ た 。 Malthus

理論は 上の 方程式で m(t) = m, n(t) = 0, r(t) = 0 と した 場合で 、 p(t) = p emt と なる 。 Verhulst は 人口が 増

加す る こ と 自身が 増加を 押さ え る か ら そ の 項を 付け 加え る べ き だ と して 、 そ の 項の 最も 簡 単なモ デル 候補と し

て 、 −np2(t) を 導入した 。 上の 式(4) は こ の 係数が 時間 に よ る と した 方が 自然だ ろ う と い う 最近の 考え に よ る 。

Verhulst は こ れ ら の モ デル を 用い 、 フ ラ ン ス、 ベ ル ギー 等の 人口変化統計か ら m,n を 推定し、 幾 つ か の 予測

を した 。 例え ば 、 彼の 最後の 論文で の ベ ル ギー の 人口の 予測最大数は 9400000人程度だ ろ う と した 。 2004年の

統計で は 10348276人と い う 。 彼の 論文で の 統計は 1815-1833年の 必ず しも 正確 で ない ？ も の で あ っ た と い う

の だ か ら 、 凄い 精度と 言え る の で は ない だ ろ う か 。

(4) で r(t) = 0 と す る と 、 M(t) =
∫ t
m(s)ds と して

p(t) = p e(M(T )−M(0))

[

1 + p

∫ t

0

n(s)e(M(s)−M(0))ds

]−1

なる 解を 持つ 。 特に 、 m(t), n(t) が 周期 T の 周期 関 数の と き は 、 t→ ∞ の と き 初期 値を

p =
[

e(M(T )−M(0)) − 1
]

[
∫ T

0

n(s)e(M(s)−M(0))ds

]−1

と す る 解に 近づ く 。 季 節的な収穫 等の 環 境の 変化を r(t) 6≡ 0 と す る と 、 も う 解の 具 体形は 一 般的に は 求 め ら れ

ない 4。 最近得ら れ た 結果は 、『 あ る 定数 r0 > 0 が あ っ て (4) は 、 r̄ = T−1
∫ T

0
r(s)ds が r̄ < r0, r̄ = r0, r̄ > r0

に 応じ て 周期 T の 解を 2,1,0個持つ 。』

ロ ー マ クラ ブ の 提言「 成長の 限界」 の 人口増加に 関 す る 予測は デー タが 1970年ま で の も の だ が 、 2000年

で は 驚く べ き 一 致を 見て い る 。 こ れ は ど う い う 数理モ デル を 用い た の か ？

A.3 集団生物学に お け る 競争排除原理

競争排除原理： 自然界で は 、 ２ つ の 似た 種が 限ら れ た 食物と 居住空間 を 争う 生存競争の 結果は 、 ほ と ん ど

常に 一 方が 絶滅す る 。

問題： こ の 原理を 数学的モ デル で 厳密に 説明で き る の か ？

ま ず 、 人口増加の Logistic方程式
dN

dt
= aN − bN2

4Riccati 型だ か ら 。 何故そ う 言え る の か ？ 調べ て みて は ど う か な
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を 考え る 。 こ れ は 、 あ る １つ の 種が 、 そ の 種の 中で 、 限ら れ た 食料や 生息空間 を 取り 合っ て い る と き の 個体数

N(t) の 変化を あ ら わ して い る 。 t → ∞ の と き N(t) は 限界値K = a/b に 近づ く こ と は 知ら れ て い る 。 こ の 個

体数の 限界値は 、 そ の 生態系が 支え 得る そ の 種の 最大個体数と 考え ら れ る 。 K を 用い て

dN

dt
= aN

(

1 −
b

a
N

)

= aN

(

K −N

K

)

と 書き 換 え る と 、 こ の 方程式は 以 下の よ う に 解釈で き る 。 個体数N(t) が 非常に 小さ い と き 、 個体数は 、 Malthus

の 人口法則 dN/dt = aN に 従っ て 増加す る 。 aN の 項は 「 生物生産能力」 と 呼ば れ る 。 こ れ は 理想的状態に お

け る そ の 種の 繁殖率で あ り 、 食料や 生息空間 に 関 す る 制限が 無く 、 個々 の メ ン バ ー が 有毒な排泄物を 出さ ない

なら ば 、 こ の 値が 実現さ れ る 。 しか し、 個体数が 増加す る と 、 生態系の 空き スペ ー スに 関 係す る (K −N)/K

に よ っ て 、 生物生産能力は 減少す る 。 生態学者は こ れ を 「 環 境抵抗」 と 呼ぶ 。

N1(t) と N2(t) を 、 そ れ ぞ れ 時刻 t に お け る 種 1 と 種 2 の 個体数と す る 。 ま た 、 K1 と K2 を 生態系が 支

持で き る 種 1 と 種 2 の 個体数の 最大値と し、 a1N1 と a2N2 を 種 1 と 種 2 の 生物生産能力と す る 。 こ の と き 、

N1(t) と N2(t) は 連立微分方程式















dN1

dt
= a1N1

(

K1 −N1 −m2

K1

)

,

dN2

dt
= a2N2

(

K2 −N2 −m1

K2

) (5)

を 満た す 。 こ こ で 、 m2 は 、 種 2 の メ ン バ ー に よ っ て 取り 上げ ら れ た 種 1 の メ ン バ ー の 場所で あ る 。 m1 に つ い

て も 同様と す る 。

こ の m1、 m2 が ど う い う 性質を 持つ の か が 生態学の 問題で あ る 。 一 方の 種が 他方の 種に 及 ぼ す 影 響の 度

合い を 、 定数 α, β に よ っ て

m1 = βN1, m2 = αN2

と 表さ れ る 場合を 考察す る 。 ２ つ の 種に 利害関 係が 無く 、 異 なる 生態系地位 を 占め る 場合、 α と β は 共に ０と

なる 。 ２ つ の 種が 同じ 生態系地位 を 要求 し、 か つ 、 互い に 似通っ た 種の 場合、 α と β は １に 近づ く 。 一 方の 種、

例え ば 種１が 膨大な食料を 必要と した り 、 非常に 毒性の あ る 排泄物を 出した り す る 場合、 種１の １個体は 種２

の 多く の 個体の 場所を 取り 上げ る 、 す なわ ち 、 係数 β は 非常に 大き く なる 。

以 下で は ２ つ の 種が ほ ぼ 同一 と 言え る 程似通っ て い て 同じ 生態系地位 を 占め る も の と す る 。 そ こ で 、 (5)

に お い て m1 = N1, m2 = N2 (α = β = 1) の 場合、 す なわ ち 、 連立微分方程式系















dN1

dt
= a1N1

(

K1 −N1 −N2

K1

)

,

dN2

dt
= a2N2

(

K2 −N2 −N1

K2

) (6)

を 考察す る 。

定理 A.2 (競争排除原理) ２ つ の 種が (6) に 支配さ れ て 個体数を 変化さ せ る も の と す る 。 K1 > K2 と す る と き 、

t→ ∞ の と き

(N1(t), N2(t)) → (K1, 0)

と なる 。

解釈： こ れ は 、 種１と 種２ が ほ ぼ 同一 と い え る ほ ど 似通っ て い て 、 生態系が 種２ よ り 種１を 多く 支え る こ

と が で き る 場合、 種２ は 最終的に は 排除さ れ る 。

補題 A.3 第１象限 (N1 > 0, N2 > 0) か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t)) は 決して 負に なら ない 。

10



証明： N2(t) = 0 と す る と 、 (6) の 第１式が 変数分離形だ か ら 、 任意 の N1(0) に 対して

N1(t) =
K1N1(0)

N1(0) + (K1 −N1(0))e−a1t
, N2(t) = 0

と した も の は (6) の 解で あ る 。 N1 −N2 平面に お け る こ の 解の 軌 道は 、

1. N1(0) = 0 の と き は 点 (0, 0) で あ る 。

2. 0 < N1(0) < K1 の と き は 直線 0 < N1(t) < K1, N2 = 0 で あ る 。

3. N1(0) = K1 の と き は 点 (K1, 0) で あ る 。

4. N1(0) > K1 の と き は 直線K1 < N1(t) <∞, N2 = 0 で あ る 。

よ っ て 、 N1 ≥ 0 の と き は N1-軸は 、 ４つ の 軌 道の 和集合で あ る 。

同様に 、 N2 ≥ 0 の と き は N2-軸は 、 ４つ の (6) の 軌 道の 和集合で あ る 。

N1 −N2平面に お け る 第１象限 (N1 > 0, N2 > 0) か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t)) は 未来に お い

て も 第１象限に あ る 。 こ れ は 、 も し第１象限 (N1 > 0, N2 > 0) か ら 始ま る (6) の あ る 解 (N1(t), N2(t)) が あ る

時刻 t = t∗ で 第１象限を 離れ る と す る なら ば 、 N1(t
∗) = 0 或 い は N2(t

∗) = 0 と なり 、 上に 述べ た 軌 道の 分類

か ら 、 矛盾が 導か れ る か ら で あ る 。 �

N1 −N2平面に お け る ２ つ の 平行線を

`1 : K1 −N1 −N2 = 0, `2 : K2 −N1 −N2 = 0

と す る と 、 こ の 平行線は N1 −N2 平面に お け る 第１象限を

I = {(N1, N2) | K2 −N1 −N2 > 0} =⇒ Ṅ1 > 0, Ṅ2 > 0,

II = {(N1, N2) | K2 −N1 −N2 < 0, K1 −N1 −N2 > 0} =⇒ Ṅ1 > 0, Ṅ2 < 0,

III = {(N1, N2) | K1 −N1 −N2 < 0} =⇒ Ṅ1 < 0, Ṅ2 < 0,

と ３ つ の 領域 に 分け る 。

ま ず 、 ２ つ の 一 般的な補題を 用意 しお く 。

補題 A.4 g(t) を 、 あ る 定数 c に 対して 、 t ≥ t0 に お い て g(t) ≤ c (≥ c) を 満た す 単調増加（ 減少） 関 数と す

る 。 こ の と き 、 t→ ∞ と す る と き 、 g(t) は 極限値を 持つ 。

補題 A.5 ẋ = f(x) の 解 x(t) が 、 t→ ∞ の と き ξ に 近づ く と す る と 、 ξ は ẋ = f(x) の 平衡解で あ る 。

補題 A.6 時刻 t = t に お い て 、 領域 I か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t)) は 、 未来に お い て こ の 領域 を

必ず 離れ る 。

証明： (6) の あ る 解 (N1(t), N2(t)) が t ≥ t に お い て 、 領域 I に と ど ま る と 仮定し矛盾を 導く 。 こ う 仮定

す る と 、 N1(t) と N2(t) の 両方が 、 t ≥ t に お い て K2 を 越 え ない 単調増加関 数なる こ と を 意 味す る 。 従っ て 、

補題 A.4 を 用い て 、 t → ∞ の と き 、 N1(t) と N2(t) は そ れ ぞ れ 極限値 ξ, η を 持つ 。 ま た 、 補題 A.5 は 、 (ξ, η)

が (6) の 平衡点で あ る こ と を 示して い る 。 一 方、 (6) の 平衡点は (0, 0), (K1, 0), (0,K2) の みで あ り 、 (ξ, η) は こ

れ ら と は 異 なる か ら 、 矛盾が 導か れ た 。 故に 、 領域 I か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t)) は 未来に お い て

こ の 領域 を 必ず 離れ る 。 �

補題 A.7 時刻 t = t に お い て 、 領域 II か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t)) は 、 未来に お い て も こ の 領

域 に と ど ま り 、 最終的に 平衡解 (K1, 0) に 近づ く 。
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証明： t = t∗ に お い て (6) の あ る 解 N1(t)、 N2(t) が 領域 II を 離れ る と 仮定す る 。 (6) の 解が 領域 II を

離れ る に は 、 直線 `1 か `2 と 交差しなけ れ ば なら ない か ら 、 Ṅ1(t
∗) か 或 い は Ṅ2(t

∗) は 0 と なら ね ば なら ない 。

Ṅ1(t
∗) = 0 の と き は 、 (6) の 第１式を t に つ い て 微分して t = t∗ と す る と 、

d2N1(t
∗)

dt2
=

−a1N1(t
∗)

K1

dN2(t
∗)

dt

と なる 。 右 辺は 正で あ る 。 従っ て 、 N1(t) は t = t∗ に お い て 最小値を と る 。 しか しこ れ は 不可能。 何故なら ば 、

(6) の 解 N1(t)、 N2(t) が 領域 II に あ る 限り 、 N1(t) は 増加す る か ら で あ る 。

Ṅ2(t
∗) = 0 の と き も 同様の 推論で 矛盾が 導か れ る 。 こ れ よ り 、 領域 II か ら 始ま る (6) の 全て の 解 (N1(t), N2(t))

は 、 未来に お い て も こ の 領域 に と ど ま る 。 こ の こ と は 、 t ≥ t に お い て N1(t) は 単調増加、 N2(t) は 単調減少で 、

N1(t) < K1, N2(t) > K2 を 満た す こ と を 意 味す る 。 従っ て 、 補題A.4 よ り 、 t→ ∞ の と き N1(t)、 N2(t) は そ

れ ぞ れ 極限値 ξ、 η を 持つ 。 補題 A.5 よ り 、 (ξ, η) が (6) の 平衡点と なる が 、 (ξ, η) は (0, 0) で も (0,K2) で も な

い 。 故に 、 (ξ, η) は (K1, 0) で あ る 。 �

補題 A.8 時刻 t = t に お い て 、 領域 III か ら 始ま り 未来に お い て も こ の 領域 に と ど ま る (6) の 全て の 解

(N1(t), N2(t)) は 、 t→ ∞ の と き 平衡解 (K1, 0) に 近づ く 。

証明： (6) の あ る 解N1(t)、 N2(t) が t ≥ t に お い て 領域 III に と ど ま る なら ば 、 N1(t)、 N2(t) は 共に t ≥ t

に お い て 時刻に 関 す る 単調減少関 数で 、 N1(t) > 0、 N2(t) > 0 を 満た す 。 補題A.4 よ り 、 t→ ∞ の と き N1(t)、

N2(t) は そ れ ぞ れ 極限値 ξ、 η を 持つ 。 補題A.5 よ り 、 (ξ, η) は (6) の 平衡点と なる が 、 (ξ, η) は (0, 0) で も (0,K2)

で も ない 。 故に 、 (ξ, η) は (K1, 0) で あ る 。 �

定理 A.2 の 証明： 補題 A.6, A.7 は 、 時刻 t = t に お い て 領域 I ま た は II か ら 始ま る (6) の す べ て の 解

N1(t)、 N2(t) は t→ ∞ の と き 平衡解 (K1, 0) に 近づ く こ と を 示して い る 。 同様に 補題 A.8 は , 時刻 t = t に お

い て 領域 III か ら 始ま り 、 未来に お い て も 常に こ の 領域 に あ る (6) の す べ て の 解N1(t)、 N2(t) は 平衡解 (K1, 0)

に 近づ く こ と を 述べ て い る 。 `1 ま た は `2 か ら 始ま る (6) の す べ て の 解 N1(t)、 N2(t) は 直ち に 領域 II に 入る 。

最後に 、 (6) の あ る 解N1(t)、 N2(t) が 領域 III か ら 離れ る 場合、 直線 `1 を 横切り 直ち に 領域 II に 入る の だ か

ら 、 補題 A.5 か ら 、 こ の 解は 平衡解 (K1, 0) に 近づ く 。 �

===========

メ モ ： 最後ま で の 受講者 13名程か 、 ご 苦 労様。
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