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採点基 準： 採点は 中間 20, 期 末 80 と し、 そ れ ら の 総点が 60点以 上は そ の ま ま で 100点を 越 え た 部分は

カットした 。 総点が 60未満の 人は レ ポ ー ト提出点数と 感 想を 適当に 勘 案 した 。 受験者 18名、 100点以 上 6名、

不合格 者 3名で あ っ た 。 現時点で 追試す る 気 力を 当方は 持っ て い ない 。

感 想に つ い て ： 講義 で 「 一 見解け そ う に ない 難解な微分方程式を 特殊な解法で 解く と こ ろ が 見た か っ た 」

と い う 感 想が あ っ た が 、 こ れ に 応え る 事は 難しい 。 常微分方程式、 即ち 、 独立変数が 1個の 微分方程式は 大概

「 解け る 」 と い う こ と を 講義 して き た し、 基 礎中の 基 礎で あ っ た 。「 一 見解け そ う だ が 、 解が ない （ 偏微分） 方

程式」 に つ い て は 後学期 の 大学院 の 授業で 説明す る 予定で あ る が 、 そ れ に して も 何か と 予備知識が 必要で あ る 。

初学者の う ち は 、「 唯、 言わ れ た も の を 理解す る 努力を す る 」 と い う 考え 方も あ る 。 赤ん 坊の 頃は 、 そ の

よ う に して 、 い つ の ま に か 「 言葉」 と い う 摩訶不思議 なも の を 血肉に して い た の で は ？ 大概の 講義 で は あ る 程

度は 「 何故こ の よ う な事を 考え る か 、 ど う い う 道具 を 使う か 」 等一 般的な事は 必ず や 述べ て い る で あ ろ う 。 そ

れ 以 上を 願 う と き は 、 も っ と 具 体的な事柄で 質問しない と 、 答え よ う が ない 。 何も 努力しない で 良い 結果だ け

を 得よ う と す る と い う の は 、 虫が 良す ぎ る 。 宝く じ で も 、 買う か 、 他人か ら 貰い 受け る 、 強奪す る 等の 「 努力」

で 籤自身を 持っ て い なけ れ ば 、 決して 当ら ない ！

=============================================

1 以 下の 微分方程式の 一 般解を 求 め よ 。

(i) x(1 − x2)
dy

dx
+ (2x2 − 1)y = x3, (ii)

dy

dx
=

y3 + 3x2y

x3 + 3xy2
.

解答例 [30] : (i)[15] ま ず 、 斉次方程式

dy

dx
= − 2x2 − 1

x(1 − x2)
y

を 解く 。
∫

dy

y
= −

∫

dx
2x2 − 1

x(1 − x2)
= −

∫

dx

(

1

x
+

1

2(x − 1)
+

1

2(x + 1)

)

よ り y = Cx
√

x2 − 1 と なる 。 そ こ で 、 定数変化法を 用い る と

Ċ = ((x2 − 1)−1/2)′ よ り C(x) = (x2 − 1)−1/2 + C0.

故に

y(x) = x + C0x
√

x2 − 1.

注意 ： 定数変化法を 用い ず 非斉次方程式の 特解を （ ヤ マ カン で ） Ax + B と い う 形で 求 め る 、 或 い は 、 特

解を 冪級 数
∑

∞

n=0
anxn と して 求 め る と い う 答案 も あ っ た 。 勿論そ れ で も 結構。 い き なり 未定係数法で 求 め る

と い う 試みは 、 不可能で は ない が か なり 難しそ う で あ る 。

(ii)[15] z = y/x と お き 、 y = xz よ り ẏ = z + xż と なる 。 故に 、

z + xż =
z3 + 3z

3z2 + 1
, ż =

−2z3 + 2z

3z2 + 1

1

x

だ か ら
∫

dx

x
=

∫

dz
3z2 + 1

−2z3 + 2z
.
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が 従う 。 右 辺は
3z2 + 1

−2z3 + 2z
=

1

2z
− 1

z − 1
− 1

z + 1

よ り √
z

z2 − 1
= Cx, y2 − C ′

√
xy − x2 = 0 (C, C ′ > 0)

或 い は

(x2 − y2)2 = Cxy (C > 0),

こ れ を 満た す y が 解の 族を 与え る 。

=============================================

2 u に 関 す る 常微分方程式

u
d2u

dx2
+

(

du

dx

)2

+ 1 = 0 (∗)

を 考え る 。

(1) du
dx (x) = p(u(x)) と お き p = p(u) に 関 す る 微分方程式を 導き 、 そ れ の 一 般解を 求 め よ 。

(2) (1) の 結果を 用い て 、 (*) の 一 般解を 求 め よ 。

解答例 [20] : (1)[10] 　 合成関 数の 微分則よ り

dp(u)

dx
=

du

dx
p′(u) = p(u)p′(u)

だ か ら

u

(

dp(u)

2du

)

′

+ p2(u) + 1 = 0,

で あ り
∫

p′p

p2 + 1
dp = −

∫

1

u
du

と なる 。 こ れ よ り

log (u·
√

p2 + 1) = C, p2 =
e2C − u2

u2

す なわ ち 、

p =
du

dx
=

√

e2C − u2

u2
.

(2)[10] 上よ り
∫

√

u2

e2C − u2
du =

∫

dx

で あ る 。 y = u2 と 変数変換 して

∫

dy

2
√

e2C − y
= −(

√

e2C − y)′ = (x + D)′

だ か ら

y(x) = u(x)2 = e2C − (x + D)2, u(x) =

√

C̃ − (x + D)2, C̃ > 0.

=============================================
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3 以 下の 微分方程式系の 解で x(0) = 0, y(0) = 0, dx/dt(0) = 1, dy/dt(0) = 3 と なる も の を 求 め よ 。

d2x

dt2
+ 3x − 2y = 0, (1)

d2x

dt2
+

d2y

dt2
− 3x + 5y = 0. (2)

解答例 [25]（ 行司起 也） : D = d/dt と お く 。

(D2 + 3)x = 2y, (D2 + 5)y = −(D2 − 3)x

と 書き 換 え 、 第 2式に (D2 + 3) を 施して

(D2 + 3)(D2 + 5)y = −(D2 + 3)(D2 − 3)x = −2(D2 − 3)y, (D4 + 10D2 + 9)y = 0

と なる か ら 、 a, b, c, d を 未定の 係数と して

y(t) = a cos 3t + b sin 3t + c cos t + d sin t (3)

と なる 。 初期 条件か ら

y(0) = a + c = 0, ẏ(0) = 3b + d = 3 (4)

と なる 。 一 方(1) を (2) に 代入して

y′′ − 6x + 7y = 0 (5)

と なる 。 (1) よ り

ẍ(0) = (−3x(0) + 2y(0)) = 0

で あ り 、 (5) よ り

ÿ(0) = 6x(0) − 7y(0) = 0.

(1) を 微分して
...
x (0) = −3ẋ(0) + 2ẏ(0) = 3

で あ り 、 (2) を 微分して

...
y (0) = −...

x (0) + (3ẋ(0) − 5ẏ(0)) = −3 + (3 − 15) = −15.

(3) を 微分し上の 初期 値に 関 す る 条件か ら

ÿ(0) = (−9a cos 3t − c cos t)
∣

∣

t=0
= −9a− c = 0,

...
y (0) = −27b− c = −15. (6)

(4) と (6) か ら a = c = 0, b = 1/2, d = 3/2 で

y(t) =
3

2
sin t +

1

2
sin 3t

と なる 。 そ れ と (5) を 用い て

x(t) =
3

2
sin t − 1

6
sin 3t.

別解（ 藤田尭 、 佐竹紘彰等）： (1), (2) を 書き 直す と

d2

dt2

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

, A =

(

−3 2

6 −7

)
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と なる 。 det(λI2 − A) = λ2 + 10λ + 9 だ か ら A の 固有値は −1 と −9 で あ る 。 A を 対角化す る と

(

1 1

1 −3

)

−1(

−3 2

6 −7

)(

1 1

1 −3

)

=

(

−1 0

0 −9

)

と なる か ら 、

d2

dt2

(

1 1

1 −3

)

−1
(

x

y

)

=

(

−1 0

0 −9

)(

1 1

1 −3

)

−1
(

x

y

)

即ち 、

d2

dt2

(

3x + y

x − y

)

=

(

−1 0

0 −9

)

(

3x + y

x − y

)

と なる 。 こ れ ら を 別々 に 解い て

d2

dt2
(3x + y) = −(3x + y), (3x + y)(0) = 0, (3ẋ + ẏ)(0) = 6 =⇒ (3x + y)(t) = 6 sin t,

d2

dt2
(x − y) = −9(x − y), , (x − y)(0) = 0, (ẋ − ẏ)(0) = −2 =⇒ (x − y)(t) = −2

3
sin (3t),

と なる 。 故に

x(t) =
3

2
sin t − 1

6
sin (3t), y(t) =

3

2
sin t +

1

2
sin (3t).

注意 ： こ れ に つ い て も 冪級 数解を 想定して 未定係数法で 解こ う と した 人も い た が 、 計算途中で 参っ て し

ま っ た 。 しか し、 Mathematica等の ソフ トを 使う と ど う なる だ ろ う か ？「 ヤ レ バ デキル ハ ズノ コトヲ 、 タダヤ

リ トゲル 」 こ と の コン ピ ュ ー タの 威 力を 実感 で き る か も しれ ない ！

=============================================

4 ２ つ の 連続関 数 f, g : R
2 → R に た い して 、 不等式

f(t, x) < g(t, x) ∀(t, x) ∈ R
2

が 成立して い る と す る 。 も し x < yなら ば 、 初期 値問題

ẋ = f(t, x), x(0) = x ; ẏ = g(t, y), y(0) = y

の 解 x(t) と y(t) の 共通の 存在範囲 で 、 次の 不等式

x(t) < y(t) (t ≥ 0)

が 成立す る こ と を 示せ 。

解答例 [25] :背理法で 示す （ こ こ が ポ イ ン トだ が 、 考え つ か ない と 手が つ か ない だ ろ う 。 講義 中に ヒ ン ト

と して 言う ）。

x(t) ≥ y(t)なる 時刻 t が あ る と す る と 、 解は 共に 連続だ か ら あ る 時刻 t̄ > 0 が あ っ て 、 そ こ で x(t̄) = y(t̄)

と なる 。 s = inf{t | x(t) ≥ y(t)} と お く と 、 s > 0 で あ り 、 時刻 t = s で は

x(s) = y(s),
dx

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

t=s

≥ dy

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

t=s

と なっ て い る [20]。

実際、 s の 定義 か ら 任意 の ε > 0 に 対し、 x(s− ε) < y(s− ε) で あ り 、 一 方 x(s) = y(s) だ か ら 、

(−ε)−1(x(s − ε) − x(s)) > (−ε)−1(y(s− ε) − y(s)) と なる 。 x(t) も y(t) も 微分可能だ か ら 、 ε → 0

と して 極限が あ っ て 、 第２ 式が 成立す る 。
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と こ ろ で 第２ 式は

dx

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

t=s

= f(s, x(s)) < g(s, x(s)) = g(s, y(s)) =
dy

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

t=s

に 矛盾す る 。 故に 、 x(t) < y(t) (t ≥ 0) で あ る [10]。 �

注意 ： f(t, x) < g(t, x) で x ≤ y の 場合、 ε > 0 と し yε(t) を 初期 値を yε(0) = y + ε と した ẏ = g(t, y) の

解と す る 。 上よ り x(t) < yε(t) だ か ら 、 解の 初期 値へ の 連続依 存性か ら ε → 0 と して 、 x(t) ≤ y(t) と なる 。

f(t, x) ≤ g(t, x)、 x ≤ y の 場合, ε > 0 と し gε(t, x) = g(t, x) + ε と す る 。 対応す る 解を yε(t) と す れ ば 、

x(t) ≤ yε(t) =⇒ x(t) ≤ y(t) = lim
ε→0

yε(t).

こ こ で 、 微分方程式の 解の 、 パ ラ メ タに 関 す る 連続性を 用い た 。 �

別解（ 石切山純）： 2 つ の 解の 共通す る 存在区間 を [0, T ) と し、 集合

E = {t ∈ [0, T ) | x(t) = y(t)}

を 定め る 。 E 6= ∅ と 仮定して 矛盾を 示す 。

x(t) と y(t) の 連続性よ り E は 閉集合で あ り 、 t0 = inf E と す る と t0 ∈ E で あ る 。 即ち 、 x(t0) = y(t0) で

あ り 、 仮定よ り

f(t0, x(t0)) < g(t0, y(t0))

と なる 。 f(t, x), g(t, x), x(t), y(t) は そ れ ぞ れ の 独立変数に 関 し連続だ か ら t0 の 近く の t で は f(t, x(t)) <

g(t, x(t))、 即ち

ẏ(t) − ẋ(t) = g(t, y(t)) − f(t, x(t)) > 0

だ か ら y(t) − x(t) は t0 の 近く で 単調増加。 従っ て 0 < t1 < t0 なる t1 で y(t1) − x(t1) < y(t0) − x(t0) = 0 と

なる 。 y(0)− x(0) = y − x > 0 だ か ら 中間 値の 定理で 0 < t2 < t1 なる t2 で y(t2) − x(t2) = 0 と なる 。 こ れ は

t0 の 定義 に 矛盾す る 。 故に E = ∅ と なる 。

注意 ： 試験直後、「 連結性」 の 大事さ が 良く 分か っ た と い う 感 想を 石切山君は 述べ 、「 そ れ は 何故だ 」 と

藤田君、 そ の 時点で は 何を 言っ て い る の か な？ だ っ た の が 、 私の 印 象。 しか し、 道々 考え て い く と ど う も the

method of continuity も ど き を 考え て い る の で は と 思い 到っ た 。『 あ る 条件を 満た す 集合を 考え 、 そ れ が 、 空

で は なく 、 閉か つ 開集合で あ れ ば 連結性か ら 全体に 一 致す る 。』 確 か 、 Calabi-Yau equation の 解法は こ の 方法

だ っ た と 思い 出して 、 調べ て みた 。

例え ば 、 Google で (calabi yau equation continuity method) と 打ち 込む と 面白い 情報が 飛び 出て く る 。

そ れ に 、 London Junior Geometry Seminar等を みる と 、 彼の 地で の 数学先進教育 の 充実振り に 唖 然と も さ せ

ら れ る 。

試験中に 背理法で と い う ヒ ン トを 与え た が 、 上の よ う な解法の 裏に 連結性が あ る の で は 、 と 感 じ た 感 覚 は

素晴ら しい 。
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