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[1] 以下の微分方程式を解け。

(i) y′ + y sinx = y2 sin 2x, (ii) xy2y′ = x3 + y3

(i) y−2 を両辺に掛け、変数変換 z = y−1 を用いると

y−2y′ + y−1 sinx = sin 2x =⇒ −z′ + z sin x = sin 2x

となり、zに関する 1階線形微分方程式を解く事になる。斉次方程式の解は z0(x) = Ce− cos xだから、定数変

化法 z(x) = C(x)e− cos x で

C ′(x) = − sin 2x ecos x = −2 sinx cos x ecos x

を求めれば良い。u = cos xと変数変換して u′ = − sin xより

−2
∫

sinx cos x ecos xdx = 2
∫

ueudu = 2(u − 1)eu
∣∣
u=cos x

= 2(1 − cos x)ecos x

となる。故に

z(x) = Ce− cos x + 2(1 − cos x) より y(x) = (z(x))−1 =
ecos x

C + 2(1 − cos x)ecos x
.

(ii) z = y/xとおき y′ = z + xz′ を用いると

xz2z′ = 1 =⇒ (z3/3)′ = 1/x

y = x 3
√

3 log x + C.

注意：微分方程式の一般解の表示を求められた時は、任意定数がどこに表れるか、はっきりさせることが

要求される。それは、「初期時刻」での「初期値」を特定するときに必要となるからであるが、ここではこれ

以上は言及しない。

[2] 変数変換、部分積分等を用いて、以下の定積分、不定積分を求めよ。

(i) Im,n =
∫ b

a

(x − a)m(b − x)ndx, (ii)
∫

1
x(log x)(log log x)

dx, (iii)
∫

x

(x − a)
√

x + b
dx.

(i)
d(x − a)m+1

dx
= (m + 1)(x − a)m を用い部分積分して

Im,n =
1

m + 1
d(x − a)m+1

dx
(b − x)ndx

=
1

m + 1
[(x − a)m+1(b − x)n]bx=a +

n

m + 1

∫ b

a

(x − a)m+1(b − x)n+1dx

=
n

m + 1
Im+1,n−1 =

n(n − 1)
(m + 1)(m + 2)

Im+2,n−2 = · · ·.

故に、

Im,n =
m!n!

(m + n)!
(b − a)m+n+1.
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(ii) y = log xとおくと dy/dx = 1/x、更に z = log yとして∫
1

x(log x)(log log x)
dx =

∫
1

y log y
dy =

∫
1
z
dz = log log y = log log log x + C.

(iii) y =
√

x + bと変換すると y2 = x + bより 2ydy/dx = 1で∫
x

(x − a)
√

x + b
dx =

∫
y2 − b

(y2 − b − a)y
2ydy = 2

∫
(1 +

a

y2 − a − b
)dy

=


2y + 2a√

|a+b|
arctan t√

|a+b|
(A = −a − b > 0),

2y + 2by−1 (A = −a − b = 0),

2y + a√
a+b

log t−
√

a+b
t+

√
a+b

(A = −a − b < 0),

=


2
√

x + b + 2a√
|a+b|

arctan
√

x+b√
|a+b|

(A = −a − b > 0),

2
√

x + b + 2b√
x+b

(A = −a − b = 0),

2
√

x + b + a√
a+b

log
√

x+b−
√

a+b√
x+b+

√
a+b

(A = −a − b < 0).

注意：(iii) で、定数のずれ（定数を足す）は省略して書いたが、混乱は起こらないであろう。
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