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力学や電磁気学

.

ではベクトル解析という記述方式が現象を表す極めて有効な道具として使われている。

そこで使われる物理的事象の表現の多くは、数学的には

1

Rieman 重積分での部分積分公式の一部でしかない

が、その公式にあらわれる領域の表面とか、その上の法線とか、表面上での積分とかの数学的表示の定義自身

が重要になる。

微分積分学の基本定理として、『

n

がf I = [a, b 上で微分可能でさらに微分したものが連続] ならば

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b) − f(a

となる』は講義でも説明した。

)

Rieman 可積分な関数の中には連続でないものもあることも説明したのだか

ら、この

n
がf C1 級という仮定は弱められるのではという疑問もあろう。このような疑問を持ってくれたなら

ばこの講義は意味があったとも言えるのだが、君達が遭遇する事象に関しては、ここ当分はそれ程気にしなく

ても良いだろう。それはそうと素朴に、微分積分学の基本定理の

-

2, 次元版はどうなるのだろうか？

以下の記述は、最後の文献表に載せた多くの教科書を参照し、表現を借り混ぜ合わせたもので、筆者達の

貢献はテニヲハでしかない。これが剽窃とされると困るのだが、教科書の類いはそういうものだとして許して

欲しいものである。

3

多重積分の応用

学生諸君の多くが大学に入って新しく学んだ数学の技法として、多変数関数の微分と積分があろう。それ

らを応用して導かれる事柄が、力学や電磁気学を学びそれを工学的に応用する基礎として必要になる。

1

1. 面積と体積

定義

1

1.1.1 面積( ) xy 平面上の（有界な）図形- の面積D |D は| D ⊂ なる任意の長方形I をとってI

|D| =
∫∫

D

dxdy =
∫∫

I

χD(x,y)dxd

と定めた。ここで、

y

χD(x,y) =


1 (x, y) ∈ D,

0 otherwi
は図形

se
の特性関数と呼ばれるものである。

注意：このとき、

D

D ⊂ なる長方形I の取り方にはよらないことが重積分の定義から分るので、長方形I

のことを言及せずに面積

I

|D といって良いのだった。

以下の定理はすでに示した。

|

これらではそれぞれ異なる物理量を観測するのだが、数学的記述では無次元化したものを扱う。これによって共通の性質を「観測」で
きるのが「数学的思考」のメリットである

1
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定理 1.1.1 f ∈ C([a, b とし、]) y = f(x) ≥ 0(a ≤ x ≤ b のグラフと) 軸、x- x = 、a x = で囲まれた領域の面

積は次のように与えられる：

b

S =
∫ b

a

f(x)d

実際、

x.

D = {(x,y) | a ≤ x ≤ b, y ≤ f とし(x)} I = [a, b]× [0, d] (d ≥ maxx∈I f(x) とすると、) Fubin の
定理を用いて累次積分に直して

i

|D| =
∫∫

I

χD(x,y)dxdy =
∫ b

a

(∫ d

0

χD(x, y)dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ f(x)

0

1dy

)
dx =

∫ b

a

f(x)d

面積等と言うものは数学者に言われなくとも実生活の実感として知っていると思う人もいるだろうが、果

たしてそうだろうか？例えば、コンピュータに面積とは何かをどのように判断させるのだろうか？或いは、如

何に効率良く積分を計算させたらよいか？このような「幾分かでも異なる視点で物を見る」という経験が、数

学という教科目では簡単に安価にできるところが妙味である。大概の「工学に必要な計算技法」はいまや適当

なソフトに実装され実験数値を入れれば答が出てくるようになっているのだから、他人と違うことをするため

にも「幾分かでも異なる視点で物を見て」大本から考え直す事がより大切なのである。

また、仮定

x.

f ∈ C([a, b は]) Rieman 積分可能な関数n にまで拡げられること、即ち、図形で境界に穴が

空いている場合とか段違いになっている場合にも広義積分と言う概念を用いて面積を定義できることを示した。

図

f

1 不連続グラフの「囲う図形」

定理

:

1.1. 極座標表示2 r = r(θ) (θ1 ≤ θ ≤ θ2 による曲線と、) θ = θ1, θ = θ によって囲まれる扇状領域の面

積は
2

S =
∫ θ2

θ1

1
2
r(θ)2d

で与えられる。

上には

θ

次元での積分を用いたが何次元でも同様に考えることはでき、2 次元での面積に相当するものを2
次元では体積と称したのだった。そして以下のような結果はすぐ分る。

定理

3

1.1.3 回転体の体積( ) y = f(x) (f(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b の) x 軸の周りの回転体の体積は-

V = π

∫ b

a

f(x)2d

で与えられる。

x

1. 線積分2 – 次元積分の応用例1

変数のベクトル値関数を考えると線積分の概念が生じる。1

2



1.2. 曲線の定義と曲線の長さ

定義

1

1.2.1 パラメタ付き曲線( ) の有界閉集合R I = [a, b で定義され] R 値の連続関数d u : I � t → u(t) =
(u1(t), · · ·, ud(t)) ∈ R

d(d = 2, 3, · · を、·) R におけるパラメタ付き曲線と言う。各d がuj C1 級のとき- C1 級の連続-
曲線と言う。u(I をこのパラメタ付き曲線の跡（トレース）或いは軌跡) という。C u(a を) の始点、C u(b を
終点といい、始点と終点と一致する曲線を閉曲線

)
という。ある t1 �= t2, t1, t2 ∈ (a, b で) u(t1) = u(t2 となる

とき、このような点を重複点

)

と呼び、重複点を持たない曲線を単純曲線と言う。

定義 1.2.2 曲線の向き、足し算( 二つの滑らかな空間曲線)

C : v = v(t), a ≤ t ≤ b,

Γ : u = u(τ ), α ≤ τ ≤

の助変数

β

t, の間に適当な関数関係τ t = t(τ があって)

u(τ ) = v(t(τ )),
dt

dτ
> 0, t(α) = a, t(β) =

が成り立つならば、

b

とC は図形として相等しいばかりでなく、点の運動（Γ t, を時間と考えて）としても同

図

τ

2 異なるパラメタ表示の意味

じ向きの運動を表し、ただ速度を異にするだけである。このとき

:

とC とは向きを込めて同じ曲線であると

いう。もし、

Γ

u(τ ) = v(t(τ )),
dt

dτ
< 0, t(α) = a, t(β) =

なる関係があるとき、

b

とC とは図形としては相等しいが、点の運動と考えれば向きが逆になる。このとき、Γ
はΓ とは逆の向きを持つといいC Γ = − と書く。

上の曲線

C

C : v = v(t), a ≤ t ≤ をb t = に対応する点において２つに分けc

C′ : v = v(t), a ≤ t ≤ c, C′′ : v = v(t), c ≤ t ≤

とするとき、

b

はC C と′ C ′ との和であるといい、′ C = C ′ + C′ と書く。このとき′∫
C′+C′′

=
∫

C′
+
∫

C′′
,

∫
−C

= −
∫

が成立する。

注意：二つの曲線がある点で交わるとき、一方からもう一方に乗り移る事によって新しい曲線ができる。

このとき、この新しい曲線は交わった点の近辺では滑らかでないのが一般的である。こういう事態が起こるの

で、曲線はいつでも

C

C1 級、と仮定するのは望ましくない（大概、区分的- に2 C1 級と仮定しておけば良い）！

このような事態に対してどうするか？一つの方法は、具合が悪い点を除いてからその除く部分を減らして何か

（捕まえられれば）捕まえるという広義積分での特異点の処理方法を用いる事が普通である。

-

例えば、点2 から点P 、点Q から点Q までそれぞれの曲線は滑らか、全体で見ると点R で折れていたりするQ
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図 3 （上の数行のページ右半分に）２つの曲線の和の意味

定義

:

1.2.3 (R での線積分3 ) 次元空間での3 C1 級連続な空間曲線- C : x = X(t), y = Y (t), z = Z(t) (α ≤
t ≤ β 、両端点を) A = (X(α), Y (α),Z(α)), B = (X(β), Y (β), Z(β) とする。) からA の方へ曲線B 上に点C

Pi = (xi, yi, zi) (i = 1, 2, · · ·, n − 1 を取り、)
�

A をB 分割する。これらの点はn

P0 ≡ A, P1, · · ·, Pn−1, Pn ≡

の順にあるとし各弧

B

�

Pi−1P 上に点i Qi = (ξi, ηi, ζi を取り、曲線) の近くで連続な関数C に対してリーマン和f

Xn =
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆xi, ∆xi = xi − xi−1,

Sn =
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si, ∆si =
√

∆x2
i + ∆y2

i + ∆z2
i , ∆yi = yi − yi−1, ∆zi = zi − zi−

を作る。この分割を細かくする（即ち、

1

maxi ∆si → 0(n → ）とき、点∞) Qi = (ξi, ηi, ζi と分割によらず極

限値を持つことが示され、それをそれぞれ、

)

∫
C

f(x,y, z)dx,

∫
C

f(x, y, z)d

と書く。特に、上で

s

f ≡ として1


(C) =
∫

C

d

が存在するときそれを曲線

s

の長さC と言う。

更に、この曲線 に沿うC からA への線積分をB∫
C

(f(x, y, z)dx + g(x,y, z)dy + h(x,y, z)dz)

=
∫ β

α

[
f(X(t), Y (t),Z(t))X ′(t) + g(X(t), Y (t),Z(t))Y ′(t) + h(X(t), Y (t),Z(t))Z′(t)

]
d

と定義する。

注意：同じ曲線の異なるパラメタ表示に対して曲線の長さや線積分は同じ値を与えるのか？これに答える

のが、積分記号下での変数変換公式で、付録として与えておいた。

t

R での線積分も同様に定義されるので、ここでは詳しくは書かない。

定理

2

1.2.1 C1 級連続- y = φ(x) ≥ 0(a ≤ x ≤ b のグラフの長さ) は



 =
∫ b

a

√
1 + φ′(x)2d

で与えられる。

x

4



実際、このグラフは、t = としx (t, φ(t)) ∈ R と考えればパラメタ付き曲線であり、曲線上2 の線積分

である。

系

1

1.2. 曲線が極表示1 r = r(θ) (θ1 ≤ θ ≤ θ2 の場合の曲線の長さは)


 =
∫ θ2

θ1

√
r(θ)2 + r′(θ)2dθ

系

.

1.2. 曲線がパラメタ表示2 x = X(t), y = Y (t)(t1 ≤ t ≤ t2 の場合の曲線の長さは)


 =
∫ t2

t1

√
X′(t)2 + Y ′(t)2dt

同様に、

定理

.

1.2. 空間曲線の場合曲線がパラメタ表示2 x = X (t), y = Y (t), z = Z(t)(t1 ≤ t ≤ t2 の場合の曲線の長

さは

)


 =
∫ t2

t1

√
X ′(t)2 + Y ′(t)2 + Z ′(t)2dt.

1. 面積分3 – 次元積分の応用例2

1.3. 曲面の定義と曲面積

少々雑だが、

1

次元空間内の曲面を以下のように定義しよう。

定義

3

1.3.1 曲面( ) R の領域2 が長方形D I = [a, b] × [c, d に含まれるとする。] 上のD C1 級の連続関数- z =

f(x, y に対し点) (x,y, f(x, y) の集合) S

S = {(x, y, f(x, y)) ∈ R
3 | (x,y) ∈ D

を

}

C1 曲面という。

注意：上の例は

-

F (x,y, z) = z − f(x,y) = と見なせる。より一般には0 に対しF S = {(x,y, z) ∈
R

3 | F (x, y, z) = 0 を曲面と言って良いように思える。} がF C1 級で至る所で- F 2
x + F 2

y + F 2
z �= なるとき、

特異点のない

0

C1 級曲面をなすと言う。

定義

-

1.3.2 曲面のパラメタ表示と曲面の向き( 特異点を持たない) 滑らかな二つの曲面3

S : v = v(t, s) = t(x(t, s), y(t, s), z(t, s)), (t, s) ∈ A,

Σ : u = u(τ, σ), (τ, σ) ∈

の助変数

B

(t, とs) (τ, σ の間に一対一対応) u = u(τ, σ), v = v(τ, σ が与えられ) u(τ, σ) = v(u(τ, σ), v(τ, σ) が

成り立つとする。任意の

)

(τ, σ に対し)

∂(t, s)
∂(τ, σ)

= det

(
∂u
∂ξ

∂u
∂η

∂v
∂ξ

∂v
∂η

)
> 0

3(∂(x, y)/∂(t, s))2 + (∂(y, z)/∂(t, s))2 + (∂(z, x)/∂(t, s))2 �= 0

5



が成り立つとき、 とS は同じ曲面であると見なす。もし、任意のΣ (τ, に対しσ)

∂(t, s)
∂(τ, σ)

<

ならば、

0

とS は逆の向きを持つといいΣ Σ = − で表す。曲面の和も曲線の場合と同様に定義する。

注意：向き付けできない曲面の例として有名なのが

S

Möbiu の帯である。

図

s

4: Möbiu の帯

注意：曲面

s

条の点S を通るP 曲線（u を固定しv を動かしてできる曲線）のu が増加する方向の接ベ

クトルを

u

、u 曲線のv が増加する方向の接ベクトルをv とし、v n = u× と定め、これをv における外向き

法線という。このとき３本のベクトル

P

u,v, が右手系の座標軸（この順に右手の親指、人差指、中指を開いた

方向）を作るという。

図

n

5 右手系の座標軸

定義

:

1.3.3 曲面積( ) R の縦集合2 D = (x,y) | φ(x) ≤ y ≤ ψ(x), a ≤ x ≤ b が有界閉区間} A = [a, b] × [c, d
に含まれているとする。

]
で定義された連続関数D z = f(x,y で与えられた曲面を考える。) の分割A

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · ·, ym =

に対して、点

d

(xi, yj を) Pi で表し、j Pij ∈ ならば対応する曲面上の点をD P̃ とする。小区間ij Aij = [xi−1, xi]×
[yj−1, yj が] に含まれるとき、D Ai に対角線を入れて２つの三角形にわけ、２つの三角形の頂点に対応する

曲面上の点を頂点とする三角形の面積を
j

Sij , S′
i とする。j Aij ⊂ となるようなD (i, j についての面積の和)

∑
{(i,j) | Aij⊂D}

(Sij + S′
ij

が

)

|∆| → のとき収束するならば、この曲面は面積確定0 であるという。このとき、この極限値を 曲面積と

いう。

Schwa の提灯：曲面積を内接多面体の表面積の極限として定義することは一般にはできない！実際、以下の

ように「提灯状」のものを考える「できない」ことが示される。半径

rz
、高さr の直円筒の高さをh 等分し、

それらの分点を通る直裁面に正

m

角形を内接させる。但し、各直裁面において正n 角形の各頂点n は隣の裁A

6



面の正 角形の一辺n が張る弧の中点BC A と同一母線上にあるとする。これらの内接多角形の頂点を結んで、′

2m 個の２等辺３角形n AB を面とする多面体を作ると、各２等辺３角形の底辺C はBC 2r sin(π/n で、高さ)

A はM √(
h

m

)2

+ r2

(
1 − cos

π

n

)

であるから、この内接多面体の表面積は

2

Sm,n = 2mn·r sin
π

n

√(
h

m

)2

+ 4r2 sin4 π

2

となる。例えば、

n

r = h = とすると1

Sm,n = 2
(

n sin
π

n

)√
1 + 4

(
m

n2

)2(
n sin

π

n

)

となるから

2

lim
m,n→∞

Sm,n =




2π m = nα, 0 < α < 1,

2π m = n,

2π
√

1 + π2/4 m = n2,

∞ m = n3

だから

.

m, n → のとき∞ Sm, は極限を有しない。n m =
√
のときどうなるかという質問があったが、n

lim
n→∞

nα/n2 = 0, lim
n→∞

nα sin
π

nα
= から、上に述べたようになる。

図

π

（上の数行のページ右半分に）提灯の図示

上の曲面積の定義は１次元の場合の曲線の長さの拡張であったから面積分は以下のように定義するのが自

然であろう。

定義

6:

1.3.4 面積分( 特異点を持たない滑らかな曲面)

S : v = v(t, s) = t(x(t, s), y(t, s), z(t, s)), (t, s) ∈

を含む領域において連続な関数

A

f(x,y, z が与えられているとき、積分)∫∫
A

f(x(t, s), y(t, s), z(t, s))
∂(x,y)
∂(t, s)

dtd

の値は向きをつけた曲面

s

とS f(x,y, z にのみ依って定まり助変数のとり方にはよらないので、これを)∫∫
S

f (x,y, z)dxdy むしろ(
∫∫

S f(x, y, z)dx ∧ d ）

と書き、

y

f(x,y, z の) 上でのS 方向の面積分と呼ぶ。同様にxy ∫∫
S

f(x,y, z)dydz,

∫∫
S

f(x,y, z)dzdx

7



も定義される。また、

∫∫
A

f(x(t, s), y(t, s), z(t, s))

√(
∂(x,y)
∂(t, s)

)2

+
(

∂(y, z)
∂(t, s)

)2

+
(

∂(z, x)
∂(t, s)

)2

dtd

も同様に

s

とS f(x,y, z に依って定まり、これを接平面方向の面積分といい、) ∫∫
S

f(x,y, z)d

で表す。面積分が

σ

とS f (x,y, z にのみ依って定まるのは、) を小さい部分S S に分けj S の曲面積にj f(x,y, z

を掛けたものの和

)
の極限値なることから分る。この表記で4 の曲面積はS

∫∫
S

d となる。

注意：ところで

σ

∫∫
S

f(x, y, z)dzd とx

∫∫
S

f(x,y, z)dxd

とはどう違うのか？その違いを演習のプリント説明では

z

∫∫
S

f(x,y, z)dz ∧ dx = −
∫∫

S

f(x, y, z)dx ∧ d

と表現し、

z

dz ∧ dx = −dx ∧ d と表したが、これは一体なんだろうか？z
∫
· · ·d はある量を表現する記号であっ

たし、

x

d には意味がつかなかったはずでは？

より正確には

x

dz ∧ d と書いた方がよいのだが、そのためには「微分（x differentai）、微分形式」やそれ
らの外積と言う概念を導入する必要があるのでここでは少々良い加減にとどめておく。

l

1. 線積分、面積分の応用

以下の定理は本質的に部分積分公式でしかないが、一般の領域では難しいので、特殊な形の領域について

のみ証明を与える事にする。

定理

4

1.4.1 (Gree の公式n ) xy 平面の領域- で区分的にD C1 級の境界を持つとする。- の閉包D ¯ 上で与え
られた関数

D

f, fy, g, が連続なるとき、gx ∫∫
D

[gx(x, y) − fy(x,y)]dxdy =
∫

∂D

(f(x,y)dx + g(x,y)dy

注意：考えている領域の境界がやたらとギザギザしていたらどうなるか？という疑問も当然である。しか

し、これに対するもっとも一般的な結果は「積分論」自身に工夫を加えなければならなくなるであろうし、私

も良く知らない。

命題

).

1.4.1 (Gree の公式n 1) xy 平面の- について縦線型領域x D = {(x,y) ∈ R
2 | a < x < b, ψ(x) < y <

ϕ をとる。(x)} の閉包D D̄ = {(x,y) ∈ R
2 | a ≤ x ≤ b, ψ(x) ≤ y ≤ ϕ 上で与えられた関数(x)} f, が連続な

るとき、

fy

の周D ∂ をD に関して正の向きに一周するとD ∫∫
D

fy(x,y)dxdy =
∫

∂D

f(x,y)dx

証明：

.

Fubi の定理と微分積分学の基本定理からni∫∫
D

fy(x, y)dxdy =
∫ b

a

[ ∫ ϕ(x)

ψ(x)

fy(x, y)dy

]
dx =

∫ b

a

(
f(x,ϕ(x))− f(x,ψ(x))

)
dx.

或いは曲面をパラメタ表示し領域4 を小さく分けてA Rieman 和を考えるn

8



ψ(b) < ϕ(b), ψ(a) < ϕ(a とし、) ∂D =
∑4

j=1 Γ をj Γ1 = {(x,y) | a ≤ x ≤ b, y = ψ(x) 、} Γ3 = {(x,y) | x =
−t, y = ϕ(−t), −b ≤ t ≤ −a 、} Γ2 = {(b, y) | ψ(b) ≤ y ≤ ϕ(b 、)} Γ4 = {(a, y) | ψ(a) ≤ y ≤ ϕ(a と分解す

る。

)}∫
∂D f(x,y)d のx Γ と2 Γ に沿う4 に関する線積分は零になるから、x

∫
∂D

f(x,y)dx =
∫

Γ1

f(x,y)dx +
∫

Γ3

f(x,y)dx =
∫ b

a

(
f (x,ϕ(x))− f(x,ψ(x))

)
dx.

図

�

領域とその境界7:

注意：「

2

∂ をD に関して正の向きに一周する」とは領域D を左側に見てD ∂ を前に進む、という意味で

ある。また、上の命題で「

D

について」をx についての縦線型領域とすればy∫∫
D

gx(x,y)dxdy =
∫

∂D

g(x,y)dy

が成立する。

命題

.

1.4.2 (Gree の公式n 有界な領域2) の境界が区分的に滑らかな有限個の単一閉曲線からなるとし、こ

のすべてに正の向きをつけたものを

D

∂ とする。D xy 平面の閉領域- 上で与えられた関数D f, fy, g, が連続な

るとき、

gx∫∫
D

[gx(x, y) − fy(x,y)]dxdy =
∫

∂D

(f(x,y)dx + g(x,y)dy

証明：この命題

).

1.4. は積分領域を分割して上の命題2 1.4 を適用すれば良い。

図

.1

領域とその境界8: 2-

定理

1

1.4.2 (Gaus の公式（発散定理）s 空間の閉領域) 上でV C1 級の関数- f, g, に対しh∫∫∫
V

(
∂f

∂x
+

∂g

∂y
+

∂h

∂z

)
dxdydz =

∫∫
∂V

(f(x, y, z)dydz + g(x,y, z)dzdx + h(x,y, z)dxdy

証明（特殊な形の領域のとき）：

).

ϕ, をψ ¯ で連続とする。D

V = {(x,y, z) ∈ R
3 | (x,y) ∈ D, ψ(x, y) < z < ϕ(x, y)}

9



のとき ∫∫∫
V

hz(x, y, z)dxdydz =
∫∫

D

[∫ ϕ(x)

ψ(x,y)

hz(x,y, z)dz

]
dxdy

=
∫∫

D

(
h(x, y, ϕ(x,y)) − h(x, y, ψ(x,y))

)
dxdy

ここで

.

S1 = {(x,y, z) | (x, y) ∈ D̄, z = ϕ(x, y)},

S2 = {(x,y, z) | (x, y) ∈ D̄, z = ψ(x,y)},
S3 = {(x,y, z) | (x, y) ∈ ∂D, ψ(x,y) ≤ z ≤ ϕ(x, y

とおくと

)}

∂V = ∪3
j=1S でありj

∫∫
D

[ ∫ ϕ(x)

ψ(x,y)

hz(x,y, z)dz

]
dxdy

=
∫∫

S1

h(x,y, z)dx ∧ dy +
∫∫

S2

h(x, y, z)dx ∧ dy.

図

�

領域とその境界9:

定理

3

1.4.3 (Stoke の公式s 曲面) 及びS ∂ 上でS C1 級の関数- f, g, に対しh∫∫
S

[(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
dydz+

(
∂f

∂z
−∂h

∂x

)
dzdx+

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy

]
=
∫

∂S

(f(x, y, z)dx+g(x, y, z)dy+h(x,y, z)dz

証明（特殊な形の領域のとき）：

).

f̃(u,v) = f(x(u, v), y(u, v), z(u,v) とおくと) Gree の公式からn∫
∂D

f̃(u,v)
(

∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv

)

=
∫∫

D

[
∂

∂u

(
f̃(u,v)

∂x

∂v

)
− ∂

∂v

(
f̃(u, v)

∂x

∂u

)]
dud

となる。この最右辺の被積分関数は

v

∂x

∂v

∂f̃

∂u
− ∂x

∂u

∂f̃

∂v

=
∂x

∂v

(
∂f

∂x

∂x

∂u
+

∂f

∂y

∂y

∂u
+

∂f

∂z

∂z

∂u

)
− ∂x

∂u

(
∂f

∂x

∂x

∂v
+

∂f

∂y

∂y

∂v
+

∂f

∂z

∂z

∂v

)

=
∂f

∂z

∂(z, x)
∂(u, v)

− ∂f

∂y

∂(x,y)
∂(u,v

となるので

)

∫∫
S

(
∂f

∂z
dzdx − ∂f

∂y
dxdy

)
=
∫

∂S

f(x, y, z)dx. �

10



ベクトル解析入門2

2. 内積と外積

定義

1

2.1.1 u = (u1, u2, u3),v = (v1, v2, v3), · · とする。·

(i) (u,v) = u·v =
∑3

i=1 uivi ∈ を内積（スカラー積）という。R

(ii 外積（ベクトル積）を)

u × v = [u, v] = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

=




e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3


の {ej に関する余因子からなるベクトル

と定める。ここで、

}

[u, v, w] = u[v,w] = det




u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3




注意：二つのベクトル



u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3 の内積) u は、両者の成す角を·v u·v = ‖u‖ ‖v‖ cos
と定義する。特に、二つのベクトル

θ

u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3 が直交) ( i.e. u ⊥ v するのは) u·v = の

ときである。

定義

0

2.1. 行列式2 det

[
a c

d b

]
= ab − c は二つのベクトルd A =

(
a

d

)
, B =

(
c

b
が張る平行四辺形の符号付

き面積に等しい。ここで符号は、ベクトル

)

からベクトルA へ回る向きが正（反時計回り）、逆向き（時計回

り）と定める。

図

B

1 行列式の符号0:

�OACB = (�OACB + �ADFC) − �ADFC

= �ODFB − �ADFC = ab − cd

注意：二つのベクトル

.

u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3 の外積) u× は、与えられた二つのベクトルに垂

直で、向きは

v

からu に右ネジを回したときに進む向き、長さは両者の成す角をv とするθ ‖u‖·‖v‖ sin （二つ
のベクトルで張られる平行四辺形の面積）とで与えられるものである。特に二つのベクトル

θ

、u がv xy 平面

にある、即ち、

-

u3 = v3 = のとき、0 u × は常にv z 軸方向なので- z 成分だけを考えれば良く、その値は-

u1v2 − u2v1 = det

[
u1 v1

u2 v2

となる。

]
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主張 2.1. ベクトル1 A,B,C 及び, α, β ∈ に対してR

A·A ≥ 0, A·A = 0 ⇐⇒ A = 0,

A·B = B·A,

(αA + βB)·C = αA·C + βB·C

また、

,

‖A‖ =
√

A· と定め、ノルムという。記述上、単にA とも書く。このとき、

主張

|A|

2.1. 任意のベクトル2 A,B 及びスカラー, に対してα

(1) ‖A‖ ≥ 0 　, ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0,
(2) ‖αA‖ = |α|‖A‖,
(3) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖

主張

.

2.1. 任意のベクトル3 A,B,C 及びスカラー, に対してa

(i)A× B = 0 ⇐⇒ A//B,

(ii)A ×B = −B ×A,

(iii)(A + B) ×C = A × C + B × C,

(iv)(aA)×B = A × (aB) = a(A ×B

主張

).

2.1.4 質点5 が原点方向の中心力m f を受けながら、運動(r)r r = r(t をするとすると、)

mr̈(t) = f(r

なる方程式を満たす（

)r

Newto の運動方程式）。このとき、以下が成立する：n
(1) r × ṙ = は時間に関し一定である。K

(2) K = ならば、この質点は原点を通る一直線上を運動する。0 K �= のとき、この質点は原点を通り0 に

垂直な平面上を動く。

K

(3 この質点の原点に関する面積速度) (=r(t が単位時間内に通過する部分の面積) は一定である。

証明：

)

(1) (f(r)/m) とr は平行だからr r×(f(r)/m)r = であり、0 (r×ṙ)′ = ṙ×ṙ+r×r̈ = 0+r×(f(r)/m)r =
となる。即ち、0 r × ˙ は時間に関し定数ベクトルである。r

(2) K = ならば、0 はr ˙ に平行でありr (1 より時間に関し定数だから、数) があってλ ṙ = である。これを

用いると

λr

(
r

‖r‖

)′
=

ṙ‖r‖2 − r(r·ṙ)
‖r‖3

=

だから方向は一定となる。

0

K �= のとき、0 は定ベクトルr に垂直であるから、原点を通りK に垂直な定平

面上の運動になる。

K

(3) を固定しt

r(t) =
→

OP, r(t + ∆t) =
→

OQ, ∆r = r(t + ∆t) − r(t) =
→
P

とおく。

Q,

r(t と) ∆ の成す角をr とする。図形θ OP の面積をQ ∆ とすると、時刻S における面積速度はt lim
∆t→+0

∆S

∆
で定義される。ここで、

t
∆t → のとき+0 ∆OPQ/∆S → であり、1 θ → φ = r(t と) ṙ(t の成す角となるから)

lim
∆t→+0

∆S

∆t
= lim

∆t→+0

∆OPQ
∆t

= lim
∆t→+0

‖r‖ ‖∆r‖ sin(π − θ)
2∆t

=
1
2

lim
∆t→+0

‖r‖
∥∥∆r

∆t

∥∥ sin θ =
1
2
‖r‖ ‖ṙ‖ sin φ =

1
2
‖r× ṙ‖ =

1
2
‖K‖

この主張は既に習って良く分かっていると言うことなので講義では省略5
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主張 2.1. ３つの２変数関数により5

S = {P (u,v) = (x(u,v), y(u, v), z(u, v)) | (u, v) ∈ D

となる集合を、曲面のパラメタ表示と言う。この曲面上の点を表す位置ベクトルを

}

r(u, v と書く。) uv 平面の

領域

-
上でD

(∗) ∂r
∂u

× ∂r
∂v

�=

であると仮定する。このとき、以下が成立する：

0

(1) ∂r/∂u × ∂r/∂ は点v r(u, v における) の法線ベクトルである。S

(2) の面積S |S は|
|S| =

∫∫
D

∣∣∣∣ ∂r
∂u

× ∂r
∂v

∣∣∣∣dud

と与えられる。

図

v

1 惑星運行：右半分に

証明：

1:

(u0, v0 を固定して、) P0 = P (u0, v0 とおく。) の関数u r(u,v0 は) P を通る0 上の一つの曲線を表

す。これを

S

P における0 曲線と呼ぶ。u-

∂r
∂u

(u0, v0) =
d

du
r(u, v0)

∣∣∣∣
u=

はこの曲線の

u0

P における接線ベクトルである。同様に0 P における0 v 曲線が定義され、- ∂r
∂v (u0, v0 はこの曲線

の

)
P における接線ベクトルである。0

(1) (∗ により、) ∂r
∂u

(u0, v0 と) ∂r
∂v

(u0, v0 は平行ではなく)

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∣∣∣∣
(u0,v0

は、この２つの接線ベクトルに垂直であり、

)

P を通る曲面0 の一つの法線ベクトルを成す。S

(2) uv 平面を長方形分割する。- に含まれる一つの長方形に対応する曲面D 上の微少面分S
�

P0P1P2P を考え、

その（曲）面積を
3

∆ とする。ここでS (u0 + ∆u, v0),(u0+ ∆u,v0 + ∆v),(u0, v0 +∆v に対応する点を) P1,P2,P
とした。二つの無限小数

3

α, に対しβ α = β(1 + ε 、) ε → となるとき0 α ∼ と書く。するとβ

∆S ∼ ‖
→

P0P1 ×
→

P0P3‖,
→

P0P1 ∼ ∂r
∂u

∆u,
→

P0P3 ∼ ∂r
∂v

∆

となるから

v

∆S ∼
∥∥∥∥ ∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥∥∥∥∆u∆v, dS =
∥∥∥∥ ∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥∥∥∥dudv

定義

.

2.1.3 f(x,y, z を関数、) u(x,y, z) = (u1(x,y, z), u2(x, y, z), u3(x,y, z をベクトル値関数とし、)) ∇ =
( ∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂z
とおく。)

(i 勾配) (gradient ベクトル) :

gradf =
(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= ∇f.
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(ii 発散率) (divergence):

div u =
∂u1

∂x
+

∂u2

∂y
+

∂u3

∂z
= ∇·u.

(ii 回転i) (rotatio ベクトルn) :

rotu =
(

∂u3

∂y
− ∂u2

∂z
,
∂u1

∂z
− ∂u3

∂x
,
∂u2

∂x
− ∂u1

∂y

)
= ∇ × u.

(iv ラプラス作用素) :

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
= ∇2f = ∇(∇f) = ∇·grad f.

∆f = となる関数を調和関数と言う。

例：これらの記号を用いるとき、

0

F = (f, g, とし、h) は曲面n ∂ の外向き単位法線ベクトルとして、V

Gaus の発散定理はs ∫∫∫
V

div Fdxdydz =
∫∫

∂V

F·nd

と表現される。

S

2. 直線と平面のベクトル表示、平行なベクトル

定義

2

2.2. 二つのベクトル1 u = (u1, u2, u3),v = (v1, v2, v3) (u �= 0,v �= が平行0) u// であるとは、ある数v

があってλ u = となることをいう。

規約：零ベクトルはあらゆるベクトルに平行であるとみなす

λv

。

u//v ⇐⇒ ∃(λ,µ) �= (0, 0) s.t. λu + µv = 0 ⇐⇒ u, は一次従属である

平面の表示：

v

ax + by + cz = を満たす点d (x0, y0, z0 を一つ取ると)

ax + by + cz = d ⇐⇒ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 ⇐⇒ t(x − x0, x − x0, z − z0) ⊥ t(a, b, c

だから

)

{(x,y, z) | ax + by + cz = d は定ベクトル} t(a, b, c に直交している点の集合で、平面をなす。このと

き、ベクトル

)
t(a, b, c はこの平面の法線ベクトルと呼ばれる。

直線の表示：点

)

(x0, y0, z0 を通り方向) (l,m, n を持つ直線はパラメタ) t ∈ を用いてR

x = x0 + lt, y = y0 + mt, z = z0 + nt, t ∈

と書ける。これからパラメタを消去すれば

R

x − x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

という表示になる。

n

2.2. 接線と法線

平面曲線

1

f(x,y) = の上の点0 (x, y における接線は)

{(X, Y ) | fx(x, y)(X − x) + fy(x,y)(Y − y) = 0},
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法線は

{(X,Y ) | X − x

fx(x, y)
=

Y − y

fy(x,y)
或いは} {(x + fx(x,y)t, y + fy(x,y)t) | t ∈ R}

例：２次曲線

.

ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 上の点0 (x,y における接線と法線は)

{(X,Y ) | axX+h(yX+xY )+byY +g(X+x)+f(Y +y)+c = 0}, {(x+(ax+hy+g)t, y+(by+hx+f )t | t ∈ R

例えば、

}.

x2 + y2 = 上の点1 (0, 1 における接線と法線は)

{(X, Y ) | Y = 1}, {(0, 1 + t) | t ∈ R} = {(X, Y ) | X − x

2x
=

Y − y

2y
}

平面の表示：

.

ax + by + cz = を満たす点d (x0, y0, z0 を一つ取ると)

ax + by + cz = d ⇐⇒ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 ⇐⇒ t(x − x0, x − x0, z − z0) ⊥ t(a, b, c

だから

)

{(x,y, z) | ax + by + cz = d は定ベクトル} t(a, b, c に直交している点の集合で、平面をなす。このと

き、ベクトル

)
t(a, b, c はこの平面の法線ベクトルと呼ばれる。

直線の表示：点

)

(x0, y0, z0 を通り方向) (l,m, n を持つ直線はパラメタ) t ∈ を用いてR

x = x0 + lt, y = y0 + mt, z = z0 + nt, t ∈

と書ける。これからパラメタを消去すれば

R

x − x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

という表示になる。

n

2.2. 接平面と法線2

F (x,y, z) = z − f(x, y として上の曲面は) F (x,y, z) = なる点0 (x,y, z の集まりと考えられる。この曲

面

)
S = {(x,y, z) | F (x,y, z) = 0 の点} (x,y, z における接平面) T(x,y,z) はS

T(x,y,z)S = {(X, Y, Z) ∈ R
3 | Fx(x, y, z)(X − x) + Fy(x,y, z)(Y − y) + Fz(x,y, z)(Z − z) = 0}

= {(X, Y, Z) ∈ R
3 | − fx(x, y)(X − x)− fy(x,y)(Y − y) + Z − z = 0

で与えられる。また、この場合の点

}

(x,y, z における法線) ννν(x,y, はz)

{(X,Y, Z) | X − x

Fx(x,y, z)
=

Y − y

Fy(x, y, z)
=

Z − z

Fz(x,y, z)
} = {(x+tFx(x, y, z), y+tFy(x, y, z), z+tFz(x, y, z)) | t ∈ R

なる点

}

(X, Y,Z の集合である。

注意：勝手に宣言しているようだが、日常生活における「接平面と法線」という概念と矛盾したりしない

のか？

)

/

例：

/

F (x,y, z) = x2 + y2 + z2 − の場合を考える。1 S2 = {(x,y, z) | F (x, y, z) = 0 と書く。} (0, 0, 1 では)
(Fx, Fy, Fz)

∣∣
(0,0,1)

= (0, 0, 1 となるから)

T(0,0,1)S
2 = {(X,Y,Z) ∈ R

3 | Z = 1}, ννν(0,0,1) = {(0, 0, t) | t ∈ R}

同様に

.

T(1/
√

2,1/
√

2,0)S
2 = {(X,Y,Z) ∈ R

3 | X + Y = 1}, ννν(1/
√

2,1/
√

2,0) = {(1/
√

2 +
√

2t, 1/
√

2 +
√

2t, 0)t ∈ R}.
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注意：F (x,y, z) = のとき、ある関数0 z = f(x, y があって) F (x,y, f(x,y)) = とすることができるの

か？例えば、

0
x2 + y2 + z2 = の場合1 z = ±

√
1 − x2 − y となるが、これをどう考えれば良いのか？

一般にはこのような

2

z = f(x,y を見い出すことは出来ないが、『もし) F (a, b, c) = で0 |Fz(a, b, c)| �= な

る点

0

(a, b, c があれば、) (a, b の近くで定義された関数) で、f c = f(a, b かつ) F (x, y, f(x,y)) = となるもの

がある』これが陰関数の定理と呼ばれるものである。

0
/

曲面

/

x = f(t, s), y = g(t, s), z = h(t, s の点) (t, における接平面はs)∣∣∣∣∣∣∣
X − x fu fv

Y − y gu gv

Z − z hu hv

∣∣∣∣∣∣∣ =
∂(g, h)
∂(t, s)

(X − x) +
∂(h,f)
∂(t, s)

(Y − y) +
∂(f, g)
∂(t, s)

(Z − z) =

で、

0

(t, s における法線は)
X − x
∂(g,h)
∂(t,s)

=
Y − y
∂(h,f)
∂(t,s)

=
Z − z
∂(f,g)
∂(t,s)

で与えられる。

例：曲面

.

F (x,y, z) = 5z2 + 4x2y − 6xz2 − 3 = 上の１点0 (1, 1, 1 における接平面と法線は)

Fx(1, 1, 1) = 2, Fy(1, 1, 1) = 4, Fz(1, 1, 1) = −

だから

2

x + 2y − z − 2 = 0, 2(x− 1) = y − 1 = 1 − z i.e. {(1 + 2t, 1 + 4t, 1 − 2t) | t ∈ R

と与えられる。

}

2. 応用例

主張

3

2.3.1 ( ベクトル値関数i) A(r) = (A1(r),A2(r),A3(r が、あるスカラー関数)) U によって(r)

A(r) = −grad U(r

と表されているとする

)

。このとき点6 から点P への滑らかな経路Q に対しC∫
C

A(r)·dr = −(U(Q) − U (P )). (1)

(ii 質点) が外力m とポテンシャル力F の力を受けながら運動しているとする。即ち、A

mr̈(t) = F + A.

が点m から点P まで経路Q に沿って移動したときの差はC

∆

(
m

2
v2 + U (r)

)
=
∫

C

F·d

証明：

r.

(i 定義に戻って計算すると)

grad U ·dr = grad U ·r′dt

=
(

∂U

∂x
x′(t) +

∂U

∂y
y′(t) +

∂U

∂z
z′(t)

)
dt =

dU (r(t))
dt

dt

6 をポテンシャルというU
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(ii 運動方程式の両辺と) v = ṙ(t との内積を取ると)

mr̈·v = F·v + A·v (2

となる。質点

)

の軌跡をm r = r(t とし、経路の始点) P = r(α 、終点) Q = r(β とする。)

(v2)′ =
d

dt
‖ṙ‖2 = 2r̈· ˙

に注意し

r

を(2) t = からα t = まで積分するとβ

m

2
v2(β) − m

2
v2(α) =

∫
C

F·dr +
∫

C

A·d

となる。

r

を用いれば求める式が得られる。(1)

主張

�

2.3.2 (i) を原点を含む直方体領域、V A = (A1, A2, A3 を) 上のV C1 級のベクトル値関数（- のベクト

ル場という）で

V

rotA = なるものとする。0

U (x,y, z) =
∫ x

0

A1(t, 0, 0)dt +
∫ y

0

A2(x,t, 0)dt +
∫ z

0

A3(x,y, t)d

とすると、

t

はU A = grad を満たす。U

(ii 空間領域) を原点に関し星形（即ち、原点とV 内の点を結ぶ線分がすべてV に含まれる）とするときV

U(x,y, z) =
∫ 1

0

[
xA1(xt, yt, zt) + yA2(xt, yt, zt) + zA3(xt, yt, zt)

]
d

と定義する。

t

はU A = grad を満たす。

主張

U

2.3.3 xyz 空間内の閉曲面- で囲まれた領域の体積をS とするとV

V =
1
3

∫∫
S

r·nd

となる。ここで

S

r = (x,y, z で、) はn の外向き単位法線である。

主張

S

2.3. 閉曲面4 で囲まれた領域をS 、D ϕ, をψ を含む領域で定義されたD C2 級関数とする。- の体積要

素を

D

dV = dxdyd 、z の面積要素をS d と記すと、以下が成立する：S∫∫∫
D

∆ϕdV =
∫∫

S

∂ϕ

∂n
dS, (3)∫∫

S

ϕ
∂ψ

∂n
dS =

∫∫∫
D

(
ϕ∆ψ + (∇ϕ)·(∇ψ)

)
dV, (4)∫∫

S

(
ϕ

∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)
dS =

∫∫∫
D

(
ϕ∆ψ − ψ∆ϕ

)
dV (5

但し、

)

∂/∂ はn 上での外向き単位法線方向への偏微分である。S

積分記号下での変数変換公式A

A.1 変数の場合

定義

2

A.1. （1 Jacob 行列）i (1) uv 平面の集合- 及びその上で定義された２つのA C1 級関数- とφ を考え、ψ

uv 平面の集合- からA xy 平面への写像を- Φ(u,v) = (φ(u, v), ψ(u,v)) = (x, y と定義する。この写像による) A
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の像を B = Φ(A とし、) やA は面積を持つとする。B

(2 行列) (
∂φ
∂u

∂φ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

を写像

)

のΦ Jacob 行列、その行列式をi のΦ Jaco 行列式といいbi JΦ(u,v 、) J(u, v 或いは) ∂(φ,ψ)/∂(u,v と

表示する。

定理

)

A.1. （変数変換公式）1 uv 平面の領域- からA xy 平面の領域- B = Φ(A への) C1 級写像- を考える。即

ち、

Φ
Φ(u, v) = (φ(u,v), ψ(u,v)) = (x,y), やφ はψ C1 級とする。- 上A は１対１でありΦ J(u,v) �= とする。

この時、

0
上でB Rieman 可積分な関数n に対しf 上の関数をA F (u, v) = f(φ(u, v), ψ(u,v) と定めると、これ

は

)

上でA Riema 可積分でnn ∫∫
B

f(x,y)dxdy =
∫∫

A

F (u, v)|J(u,v)|dud

となる。

記法：

v

f ◦ Φ(u,v) = F (Φ(u, v)) = f(φ(u, v), ψ(u,v として、上の公式を標語的に))∫∫
A

f ◦ Φ|JΦ(u,v)|dudv =
∫∫

Φ(A)

f(x,y)dxdy, dxdy = |JΦ(u, v)|dud

と書き表しておく。

例（極座標）：

v

x = r cos θ, y = r sin θ, (0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π

は

)

(r, θ) ∈ (0,∞) × [0, 2π] → (x, y) ∈ R の写像を与え、その2 Jacob 行列式はi

J(r, θ) = det

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
=

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
=

となる。

注意：原点

r

r = で0 Jacob 行列式がi となり、そこでは積分記号下での変数変換公式がそのままでは成

立しないので、積分を

0
(r, θ) ∈ [0, での広義積分として解釈する。∞)

A. 多変数の場合

定理

2

A.2.1 D 、1 D をユークリッド空間2 R の開集合とする。m h : D1 → D を2 D から1 D への2 1 − かつ上

への写像で、

1
およびh h− は１階連続微分可能とし、1

Jh(x) = det
(

∂hi(x)
∂xj

)
=

∂(h1, · · ·, hm)
∂(x1, · · ·, xm

とする。

)

f( がx) D 上で積分可能となる必要十分条件は2 f(h(x))|Jh が(x)| D 上で積分可能であり、更に1∫∫
D2

f(x)dx =
∫∫

D1

f(h(x))|Jh(x)|d

となる。

x
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A.2. 変数変換公式の証明1

以下の証明は( J.T. Schwartz[4 による。] まず、) x = (x1, x2, · · ·, xm) ∈ R に対し以下m
R 上の変換m δλ,

τ , ρ を定める：ij

δλx = δλ(x1, x2, · · ·, xm) = (λx1, x2, · · ·, xm), λ ∈ R

τx = τ (x1, x2, · · ·, xm) = (x1 + x2, x2, · · ·, xm),

ρijx = ρij (x1, · · ·, xi, · · ·, xj , · · ·, xm) = (x1, · · ·, xj , · · ·, xi, · · ·, xm

それぞれについて、

).

f(x) ∈ C0(Rm 、) g(x) ∈ C0(R とするとき、以下の積分公式が成立する。)

|det(δλ)|
∫∫

Rm

f(δλx)dx =
∫∫

Rm

f(x)dx,∫∫
Rm

f(σx)dx =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, · · ·, xm)dx1· · ·dxm,∫∫

Rm

f(ρijx)dx =
∫∫

Rm

f(x)d

（証）

x.

Fubi の定理を用い逐次積分に書き換え、１変数積分のni

|λ|
∫ ∞

−∞
g(λy)dy =

∫ ∞

−∞
g(y)d

を用い、最後に再度

y

Fubin の定理を用いればi

|det(tλ)|
∫∫

Rm

f(δλx)dx = |λ|
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(λx1, x2, · · ·, xm)dx1· · ·dxm

=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, · · ·, xm)dx1· · ·dxm

=
∫∫

Rm

f(x)dx.

Fubin の定理を用い逐次積分に書き換え、１変数積分の任意のi に対してz∫ ∞

−∞
g(y + z)dy =

∫ ∞

−∞
g(y)d

となることを用い、最後に再度

y

Fubin の定理を用いればi∫∫
Rm

f(τx)dx =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f (x1 + x2, x2, · · ·, xm)dx1· · ·dxm

=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f (x1, x2, · · ·, xm)dx1· · ·dxm.

Fubin の定理より、多重積分は（積分順序をどうとったにしろ）逐次積分と等しいから、i ∫∫
Rm

f(ρijx)dx =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, · · · , xj , · · ·, xi, · · ·, xm)dx1· · ·dxi· · ·dxj · · ·dxm

=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, · · · , xi, · · ·, xj , · · ·, xm)dx1· · ·dxj · · ·dxi· · ·dxm

=
∫∫

Rm

f (x)d （証）x.

さて、

�

x ∈ R に対してノルムをm |x| = max1≤j≤m |xj とし、線形写像| A = (ajk) : R
m → R に対し、そ

のノルムを

m

|A| = max1≤i≤m

∑m
j=1 |aij と定義する。すると、| |Ax| ≤ |A|| となる。また、x|

jik(x) =
∂hi(x)
∂xk

, J(x) = Jh(x) = (jik(x))
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とおく。

をユークリッド空間S R の集合でその体積をm µ(S と書くことにする。) C = {x ∈ R
m | |x − p| ≤ を

中心

s}
、一辺p 2 の立方体とする。このときs µ(C) = ( である。平均値の定理から2s)n

hi(x)− hi(p) =
m∑

k=1

jik(p + θi(x)(x− p))(xk − pk), θi(x) ∈ [0, 1

と書けるので、

]

|h(x) − h(p)| ≤ s max
y∈C

|j(y

となる。即ち、

)|;

h(C は)
|z − h(p)| ≤ smax

y∈C
|j(y

なる立方体に含まれ、

)|

µ(h(C)) ≤ {max
y∈C

|j(y)|}mµ(C

となる。この式を、

)

を正則な線形写像とし、任意の閉集合A に対し適用しS

µ(A−1(S)) = | det(A−1)|µ(S

が導かれる。実際、この式は

)

を線形写像、関数h

f(x) =


1 (x ∈ A−1(S)),

0 (x �∈ A−1(S

に対し定理を適用すればよいし、それはすでに示した。

これを

))

S = h(C に適用する。) は閉集合で有界でありC は連続だからh h(C は閉である。故に任意の正

則な線形写像

)
に対しA

| det(A−1)|µ(h(C)) ≤ {max
y∈C

|A−1j(y)|}mµ(C

となるから、

)

|µ(h(C)) ≤ |det(A)|{max
y∈C

|A−1j(y)|}mµ(C) (6

が求まる。さて、立方体

)

C =
M∑

k=1

Ck, Cj ∩ Ck = ∅ (j �= k

と有限個に分解し、

)

C の中心をk とし、それらの辺の最大値をxk とする。δ

µ(h(C)) ≤
M∑

k=1

|µ(h(Ck))| ≤
M∑

k=1

| det(j(xk))|{max
y∈Ck

|j−1(xk)j(y)|}mµ(Ck) (7

一方、

)

j(x は行列値の連続関数だから、) z → のときy

j−1(z)j(y) → I

となる。故に

m

limδ→0 η(δ) = となる0 η(δ があって、)

{max
y∈Ck

|j−1(xk)j(y)|}m ≤ 1 + η(δ

となる。これより、

)

が十分小さいときδ

µ(h(C)) ≤ [1 + η(δ)]
M∑

k=1

|det(j(xk))|µ(Ck)
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が分かる。さて δ → とすると、積分の定義から0

µ(h(C)) ≤
∫∫

C

|Jh(x)|d

となる。再度、積分の定義に戻って考えると、ただちに

x

∫∫
D2

f(x)dx ≤
∫∫

D1

f (h(x))|Jh(x)|dx (8

となる。

)

を写像(8) h− に対して適用して1

∫∫
D2

f(x)dx ≤
∫∫

D1

f(h(x))|Jh(x)|dx ≤
∫∫

D2

f(h−1(h(x)))|Jh(h−1(x))Jh−1(x)|d

となる。

x

Jh(h−1(x))Jh−1(x) = となることに注意すれば、1 f(x) ∈ C0(Rm に対し、望みの公式が得られたこ

とになる。

)
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