
微分積分学第二　 V類T組 第 4回講義 内容（ 2005年 10月 27日） 井 上淳

今回は 授業途中で 答案 用紙に 計算して も ら い そ れ を 回収した 。 不本意 で あ る が 、 今後、 授業中に 小テスト

を す る なり 、 講義 の レ ポ ー トも 課して 、 数学へ 割 く 時間 を 確 保せ ざ る を 得ない よ う に す る ！

7 1変数関 数の 積分法（ 復習）

8 不定積分、 そ して 微分方程式（ 復習省略）

9 2変数関 数の 積分法

9.1 長方形閉領域 で の 重積分に つ い て

9.2 よ り 一 般的な領域 で の 重積分

9.3 定積分の 性質

計算の 仕方： も う 一 度説明と 実践 方法論と して は 、 Fubini の 定理を 用い て 重積分を 累次積分に 帰 着した り 累

次積分を 重積分に 直し積分順序を 変更す る 、 そ の 際に 、 積分記 号下で の 座標変換 を して Fubini の 定理が 適用し

易 い よ う に す る 、 そ の 累次積分に 微分積分の 基 本定理や 部分積分を 適用して 計算を 遂行す る 等々 。

前回も は っ き り 表明しなか っ た の で 、 簡 単な場合に つ い て Fubini の 定理を 述べ て お く ：

定理 9.1 (i) φ1, φ2 を 連続と し、 D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)} を 定め る 。 D 上の 連続関 数
f(x, y) に 対し

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(
∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)

dx.

(ii) ψ1, ψ2 を 連続と し、 D
′ = {(x, y) | c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)} を 定め る 。 D′ 上の 連続関 数 f(x, y) に

対し
∫∫

D′

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(
∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

)

dy.

教科書 pp.119-120近辺を ま ず 説明し、 会議 の 為 （ 会議 が 講義 に 優先す る と は ！ ） に 講義 を 中断せ ざ る を

得ない の で 、 そ の 間 は 以 下の 問題を 計算して 貰っ た 。

p.119 の 例 8-7 (1) の 説明：
∫∫

D

x
√
ydxdy, D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2}

の 計算方法を 示した 。 ポ イ ン トは 領域 D を 図示し、 上の 定理を 用い て 、 ど う い う 順序で 積分す る か 明確 に す る

こ と で あ る 。 黒板で は ま ず

∫∫

D

x
√
ydxdy =

∫ 1

0

(
∫ x2

0

x
√
ydy

)

dx =

∫ 1

0

x

(
∫ x2

0

√
ydy

)

dx

1



と し、 d(y3/2)/dy = 3/2
√
yなる こ と よ り

∫ x2

0

√
ydy =

2

3
y3/2

∣

∣

x2

y=0
=

2x3

3

で あ り
∫∫

D

x
√
ydxdy =

∫ 1

0

2x4

3
dx =

2

15
.

勿論、 y = z2 と 変数変換 して

∫ x2

0

√
ydy を 計算して も よ い 。

問：

∫∫

D

x
√
ydxdy か ら 累次積分に 変換 す る と き 、 先に x に つ い て 積分し後に y に つ い て 積分して みよ 。

答： 各 y に た い し、 領域 の x座標は
√
y か ら 1 ま で 動く か ら

∫∫

D

x
√
ydxdy =

∫ 1

0

(
∫ 1

√
y

x
√
ydx

)

dy =

∫ 1

0

√
y(

1

2
− y

2
)dx =

1

3
− 1

5
=

2

15
.

問（ 積分の 計算）：

∫∫

D

x

y2
dxdy, D = {(x, y) | 1 ≤ y ≤ x2, 2 ≤ x ≤ 4},

∫∫

D

x2ydxdy, D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ sinx}.

答：

∫∫

D

x

y2
dxdy =

∫ 4

2

(
∫ x2

1

x

y2
dy

)

dx =

∫ 4

2

[

− x

y

]x2

1

dx =

∫ 4

2

(

x− 1

x

)

dx = 6 − log 2.

∫∫

D

x2ydxdy =

∫ π

0

(
∫ sin x

0

x2ydy

)

dx =

∫ π

0

x2

[

y2

2

]sin x

0

dx =
1

2

∫ π

0

x2sin2xdx =
π3

12
− π

8
.

問（ 積分順序の 変更して 積分値を 求 め よ ）：

∫ 2

1

(
∫ 2

1/x

yexydxdy

)

dx.

答： 積分領域 を 図示し間 違え ない よ う に して 、 積分順序を 変更す る 。

∫ 2

1

(
∫ 2

1/x

yexydxdy

)

dx =

∫ 1

1/2

(
∫ 2

1/y

yexydx

)

dy +

∫ 2

1

(
∫ 2

1

yexydx

)

dy

=

∫ 1

1/2

[

exy
]2

1/y

dy +

∫ 2

1

[
∫ 2

1

]2

1

dy =

∫ 1

1/2

(e2y − e)dy +

∫ 2

1

(e2y − ey)dy =
e2

2
(e2 − 2).

以 下の 問は 出題し忘れ た 。 各自考え て お い て 欲しい 。

問題（ 広義 積分絡みの Riemann和の 極限）： lim
n→∞

{

n!

nn

}1/n

を 求 め よ 。

====================================

メ モ ： 最初 17名、 回答用紙提出数 43。 聞く と こ の クラ スの 人は １時限目が 無く つ い 出席も と ら ない こ の

授業へ の 足が 遠の く と の こ と 。 そ れ ゆ え 、 最初に 記 した 小テストと か レ ポ ー トを 時々 課す こ と に す る 。

2


