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1 以下の重積分の値を求めよ（計算過程も明示せよ）。

(i)
∫∫

D1

(x − y)2
√

1 − (x + y)2dxdy, D1 =
{
(x, y)

∣∣ |x + y| ≤ 1, |x − y| ≤ 1
}
,

(ii)
∫∫

D2

xdxdy, D2 =
{
(x,y)

∣∣ √x +
√

y ≤ 1
}
.

(i)[ 点5 ] u = x + y, v = x− とおくと、y x = (u + v)/2, y = (u− v)/ であり、2 D は1 Ω1 = {(u,v) | |u| ≤
1, |v| ≤ 1 の上に１対１に写され}

det
(

∂(u,v)
∂(x,y)

)
= −1

である。これより、

2

Fubin の定理を用いてi∫∫
D1

(x − y)2
√

1 − (x + y)2dxdy =
1
2

∫∫
Ω1

v2
√

1 − u2dudv =
1
2

∫ 1

−1

v2dv

∫ 1

−1

√
1 − u2du =

π

6
.

(ii)[ 点5 ] u =
√

x, v =
√
とおくと、y x = u2, y = v であり、2 D の内部は2 Ω2 = {(u, v) | 0 ≤ u, v, u+v ≤ 1

の内部の上に１対１に写され

}

det
(

∂(u, v)
∂(x,y)

)
= 4

である。これより、

uv

Fubin の定理を用いてi∫∫
D2

xdxdy = 4
∫∫

Ω2

u3vdudv =
∫ 1

0

v

[ ∫ 1−v

0

4u3du

]
dv =

∫ 1

0

v(1 − v)4dv =
1
30

別解：

.

Fubi の定理を用いてni∫∫
D2

xdxdy =
∫ 1

0

[∫ (1−√
y)2

0

xdx

]
dy =

∫ 1

0

(1 −√
y)4

2
dy =

∫ 1

0

v(1 − v)4dv =
1
30

.

2 x > 0, y > に対して、二つの関数を以下で定義する。0

Γ(x) =
∫ ∞

0

e−ttx−1dt, B(x, y) =
∫ 1

0

sx−1(1 − s)y−1 ds

このとき、以下に答よ。但し、

.

B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y

となることを用いてよい。
)

(i) B

(
1
2
,
1
2

)
= となることを示せ。　π (Hint 定義の積分変数: を三角関数で表示せよ）s

(ii) Γ(1 および) Γ
(

1
2
の値を求めよ。

)

(iii) Γ(x + 1) = xΓ(x) ( x > 0 となることを示せ。)

(iv)
∫ 1

0

x3/2(1 − x)−1/2

(x + 1)3
dx =

√
2

8
B

(
5
2
,
1
2

)
=

3
√

2
64

となることを示せ。π (Hint :
2x

x + 1
= とおけt )

( ことの序でに、0) B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y

を示そう。
)

x = uv, y = u(1 − v とすると、) (u, v) → (x,y とい

う変数変換は

)

Ω = {(u,v) | 0 ≤ u, v ≤ の内部を1} D = {(x,y) | 0 ≤ x, y の内部の上に１対１に写し、}

det
(

∂(x,y)
∂(u,v)

)
= det

(
v u

1 − v −u

)
= −u

1



である。Ωn = {(u, v) | 0 ≤ u ≤ n, 0 ≤ v ≤ 1 とし} Dn = {(x,y) | 0 ≤ x,y, 0 ≤ x + y ≤ n とすると、}

Γ(p)Γ(q) =
∫ ∞

0

e−ttp−1dt

∫ ∞

0

e−ssq−1ds =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−t−stp−1sq−1 dtds

= lim
n→∞

∫∫
Dn

e−x−yxp−1yq−1 dxdy = lim
n→∞

∫∫
Ωn

e−u(uv)p−1(u(1− v))q−1ududv

= lim
n→∞

(∫ 1

0

vp−1(1 − v)q−1

∫ n

0

e−uup+q−1du

)
= B(p, q)Γ(p + q).

(i)[ 点2 ] s = sin2 θ(0 ≤ θ ≤ π/2 とおいて、変数変換すると)

B(p, q) = 2
∫ π/2

0

(sin θ)2p−1(cos θ)2q−1d

が求まるので、

θ

B(1/2, 1/2) = となる。π

(ii)[ 点2 これより]

Γ(1) =
∫ ∞

0

e−tdy = −e−t
∣∣∞
0

= 1, Γ(1/2)2 = B(1/2, 1/2)Γ(1) =

である。

π

(iii 点)[3 更に] d(tx)/dt = xtx− に注意し部分積分すれば直ちに1 Γ(x + 1) = xΓ となる。(x)

(iv 点)[3 ] 2x
x+1 = よりt x = t

2− だから、t

x + 1 =
2

2 − t
, 1 − x =

2(1 − t)
2 − t

,
dx

dt
=

2
(2 − t)

を積分に代入して

2

∫ 1

0

x3/2(1 − x)−1/2

(x + 1)3
dx =

√
2

8

∫ 1

0

t3/2(1 − t)−1/2dt =

√
2

8
B

(
5
2
,
1
2

)

=

√
2

8
Γ(5/2)Γ(1/2)

Γ(3)
=

√
2

8

3
4
Γ(1/2)2

Γ(3)
=

3
√

2
64

π.

2


