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1 曲面 z = の円柱xy x2 + y2 ≤ a の内部にある部分の表面積を求めよ。
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2

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ なるパラメタを用いてa x = r cos θ, y = r sin と置くと、この曲面の面

積は

θ

∫ a

0

∫ 2π

0

r2 sin θ cos θ rdrdθ =
∫ a

0

r3dr

(∫ 2π

0

sin θ cos θd

で計算される。

θ

)

2 次の面積分を求めよ。∫
S

xyz(y2z2 + z2x2 + x2y2)dS, S = {(x, y, z) | x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 = a2}
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.

(x, y, z), x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ は３次元極座標0 x = r cosφ cos θ, y = r cosφ sin θ, z = r sin φ,

0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ ≤ π/ を用いて表示される。ここで2

∂(x,y, z)
∂(r, θ, φ)

= r2 cos

となるから面積要素は

φ

dS = a2 cos φdθd となる。故にφ D = {(θ, φ) | 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ ≤ π/2 として}∫
S

xyz(y2z2 + z2x2 + x2y2) dS

=
∫∫

D

a9 cos5 φ sin φ cos θ sin θ(sin2 φ + cos2 φ cos2 θ sin2 θ)dθd

となる。後は、

φ

∫
sinn θdθ,

∫
cosm θd

の不定積分の計算を部分積分と漸化式で求めれば良い。

θ

3 f = f(x,y, z と) g = g(x,y, z を滑らかな実関数とし)

V = {(x,y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ a2}, S = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = a2

とする。

}

r = (x2 + y2 + z2)1/ とし2

∂f

∂r
=

x

r

∂f

∂x
+

y

r

∂f

∂y
+

z

r

∂f

∂

であることを用いて

z

(1) ∇
(

∂f

∂r

)
=

1
r
∇f −

(x

r
,
y

r
,
z

r

) 1
r

∂f

∂r
+

∂

∂r
(∇f を示せ。)

(2)
∫∫∫

V

∂g

∂r
dxdydz =

∫
S

g dS −
∫∫∫

V

2g

r
dxdyd を示せ。z

1



(3)
∫∫∫

V

∆f
∂f

∂r
dxdydz =

∫
S

{∣∣∣∣∂f

∂r

∣∣∣∣
2

− 1
2
|∇f |2

}
dS +

∫∫∫
V

1
r

∣∣∣∣∂f

∂r

∣∣∣∣
2

dxdyd を示せ。
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z

( の1) 成分だけを計算してみよう。x-

∂

∂x

(x

r
fx

)
=

(
x

r

)
x

fx +
x

r
fxx =

r2 − x2

r3
fx +

x

r
fxx,

∂

∂x

(y

r
fy

)
=

−xy

r3
fy +

y

r
fxy,

∂

∂x

(z

r
fz

)
=

−xz

r3
fz +

z

r
fx

だから

z

∂

∂x

(
∂f

∂r

)
=

r2 − x2

r3
fx +

x

r
fxx +

−xy

r3
fy +

y

r
fyx +

−xz

r3
fz +

z

r
fzx

一方、右辺の

.

成分はx-
1
r
fx − x

r2

∂f

∂r
+

x

r

∂f

∂

だから、各項を計算する。

r

x

r

∂

∂r
f =

x

r

(x

r
fxx +

y

r
fyx +

z

r
fzx

)
,

∂

∂r
fx =

x

r
fxx +

y

r
fyx +

z

r
fz

より、

x

(1 の右辺) 左辺が従う。他のも同様。=

4 次の級数の収束，発散を調べよ。

(1)
∞∑

n=1

(√
n3 + 1 −

√
n3 − 1

)
, (2)

∞∑
n=1

{
log

(
1 +

1
n

)}2
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an ∼ b とはn C1, C2 > があって0 C1an ≤ bn ≤ C となることとする。2 (1 は)

√
n3 + 1 −

√
n3 − 1 =

2√
n3 + 1 +

√
n3 − 1

∼ 2
n3/2

.

(2 は) Taylo 展開r

log(1 + x) = x − x2

2
+ R(x), |R(x)| ≤ Cx3 (−1 ≤ x ≤ 1

を用いよ。

)

2


