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2006.02.08, 5-8時限、 W241. 井 上淳

答案 用紙は 5枚綴り 、 表紙（ 計算用紙） １枚、 す べ て 提出して 下さ い 。 答案 は よ く 整理して 記

入し、 必要なら ば そ の 旨を 明記 し裏を 用い て 下さ い 。

試験時間 は ３ 時間 程。 講義 ・ 演 習に つ い て の 批判・ 意 見等歓 迎しま す （ 試験後一 週間 以 内に e-mail

で も 可）。 こ の 批判・ 意 見等は ど ん なも の で あ っ て も 講義 等へ の 貢献と さ れ 、 ボ ー ダー ラ イ ン 以 下

の 成績を 引 き 上げ る 役割 を 果た す こ と が あ り ま す 。

1 区分的に C1-級 の 境界 ∂Ω を 持つ 有界領域 Ω ⊂ R
2 と 、 Ω 上の C2-級 関 数 f, g に 対し Green の 公式

が 成立す る ：
∫∫

Ω

(f∆g − g∆f)dxdy =

∫

∂Ω

(

f
∂g

∂n
− ∂f

∂n
g

)

ds.

但し、 n は 単位 外向き 法線ベ クトル 、 右 辺は ∂Ω 上の 線積分。

(i) ε ≥ 0 と す る 。 こ の 公式を 特に Ω が Dε,R = {(x, y) ∈ R
2 | ε ≤

√

(x − a)2 + (y − b)2 ≤ R} の 場合に 極座標
を 用い て 表現し直し、 証明せ よ （ ヒ ン ト： f̃(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) を r と θ に 関 して ２ 回偏微分して みよ ！ ）。

(ii) DR = {(x, y) ∈ R
2 |

√

(x − a)2 + (y − b)2 < R} と し、 f を DR 上の C2 級 関 数で ∆f = 0なる も の と す

る 。 こ の 時、 (i) で g = 1 と す る こ と に よ っ て 以 下を 示せ 。

f(a, b) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a + R cos θ, b + R sin θ)dθ.

2 (i) y = 1
2 (sin−1 x)2 が 微分方程式 (1 − x2)y′′ − xy′ = 1 を 満た す こ と を 示せ 。

(ii) ま た 、 そ れ を 用い y = 1
2 (sin−1 x)2 の 整級 数展開を 求 め 、 そ れ の 収束半径を 計算せ よ 。

3 次の 級 数の 収束・ 発散を 調べ 判定し、 そ の 判定理由を 述べ よ 。

(i)

∞
∑

n=1

(−1)n−1

(

1√
n

+
(−1)n−1

n

)

, (ii)

∞
∑

n=1

nn n!

(2n)!
.

4 次の （ 広義 ） 重積分の 値を 求 め よ 。

(a)

∫∫

(0,∞)×(0,∞)

dxdy

(1 + x)(1 + xy2)
,

(b)

∫∫

D

(1 + x2 + y2)−2 dxdy (D = {(x, y) | (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2, x ≥ 0}).

ヒ ン ト： (a−1arctana−1x)′ = (x2 + a2)−1, (a−1tan(ax + b))′ = sec2(ax + b).

5 数列 {an} を a0 = 0, an+1 = 1 + sin(an − 1) と 定め る 。 こ の と き lim
n→∞

∑n
j=0 aj

n
を 求 め よ 。

参考の 為 に 試験中に 出した ヒ ン トの 数々 を 裏面に 記 して お く 。 質問に 対す る 答は 「 解答例」 に 記 載。
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1 へ の 質問：

(1) 「 ど れ が スカラ ー で ど れ が ベ クトル か 分か ら ない 」

(2)「 左辺が スカラ ー で 右 辺は ベ クトル だ か ら お か しい 」

(3) (i) の ヒ ン トだ け で は 合成関 数の 偏微分公式を 忘れ て い て で き ない だ ろ う と 想定し黒板に

∂

∂r
f̃(r, θ) = cos θ fx(r cos θ, r sin θ) + sin θ fy(r cos θ, r sin θ)

と 大書した が 、「 あ の 式で 何故 fx が 出て く る の か 分か り ま せ ん 」。

(4) 「 問題文の “極座標を 用い て 表現し直し” の 意 味が 分か り ま せ ん 。 左辺の 式の “dx dy” を “dr dθ” に 書き 換

え る と 言う こ と で す か 」

2 へ の 質問： (1)「 (i) を や っ て みた が 答え が 合い ま せ ん 」。

(3)「 (ii) の 整級 数展開の 意 味が 分か り ま せ ん 」

3 試験中の ヒ ン ト：

一 般に 収束の 判定条件は 「 十分条件を 与え る だ け 」 で あ る こ と 、 (i) に つ い て は 、「 級 数の 収束の 定義 は 部分和

が 収束す る か ど う か 」 だ っ た こ と を 思い 出して 欲しい と 最初に 説明。 更に 、 早め に 提出した 答案 を みる と 、『 級

数
∑

∞

n=1 an は limn→∞

∣

∣

an+1

an

∣

∣ = 1 だ か ら 発散す る 』 と い う 『 論拠』 で 「 発散」 と して い た の で 、 こ れ は 一 般

に は 間 違い だ と 説明した 。

4 へ の 質問：

(i)「 sec で 何で した か ？ 」

(ii) 「 (0,∞) × (0,∞)っ て 何で す か 」

5 へ の 質問：

「 limn→∞ bn = β =⇒ limn→∞ n−1(a1 + · · · + an) = β を 証明す る の で す か 」
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