
微分積分学第一 　 6+7類V組 第 13回講義 内容（ 2006年 7月 25日） 井 上淳

採点ミ ス訂正： 中間 試験問 2 の 採点に つ い て 『「 単調増加」 を ち ゃ ん と 言及 した の に ０点だ っ た 、 解答例

の 別法と 同じ なは ず だ か ら 、 変だ 』 と 感 じ た 人は 答案 用紙を も っ て き て 下さ い ！

大丈夫か な？： こ の よ う に 掲示し、 講義 で も 注意 を 喚 起 した の だ が 、 誰も 何も 言っ て こ ない （ こ の 採点に

関 す る 疑 義 を 申し出て く れ た 1名を 除い て ）。 中間 試験の 答案 の 「 点数」 だ け しか 見ず 、 何故そ の よ う な結果

なの か の 原因 究 明は しない の だ ろ う か 。 実は 数学の 点数等は ど う で も よ い と い う こ と なの だ ろ う か ？ 答案 返還

す る 、 或 い は 情報を 開示す る 、 に 関 し興味の ない 人々 相手に して い る と い う 事なの だ ろ う か ？

嫌い だ が や ら なけ れ ば なら ない と した ら 、 そ の 結果に つ い て は 何故と い う 原因 究 明の 姿勢が ない と 、「 パ

ロ マ の ガス湯沸か し器 」「 トヨ タの “新” レ クサス」 の 人々 を 産み出す の で は ない か と 大い に 心配で あ る 。

1 何故、 lim
h→0

e
h − 1

h
= 1 と い え る の だ ろ う か ？

2 関 数と は 何か ？

3 1変数関 数の 微分法

4 Taylor の 定理と そ の 応用（ １変数の 場合）

5 多変数関 数の 連続性、 偏微分可能性、 全微分可能性

5.1 多変数関 数の 導入、 距離関 数、 etc

5.2 多変数関 数の 偏微分可能性、 全微分可能性

5.2.1 連続性:多変数関 数の 極限に つ い て の 注意

5.2.2 偏微分、 方向微分と 全微分

5.3 合成関 数の 微分

5.4 多変数の Taylor の 定理と 極大、 極小

● Taylor の 定理（ １変数の 場合） ：

定理 5.1 I を R の 開区間 と し f ∈ Ck(I) と す る と 、 a ∈ I, x ∈ I に 対して

f(x) =
k−1
∑

j=0

1

j!
f (j)(a)(x − a)j + Rk, Rk =

1

k!
f (j)(a + θ(x − a))(x − a)k, (∃θ ∈ (0, 1)).
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定義 5.1 f ∈ C(I) が x = c で 極大に なっ て い る と は 、 あ る δ > 0 が あ っ て (c − δ, c + δ) ⊂ I で あ り 、

f(x) ≤ f(c), ∀x ∈ (c − δ, c + δ)

と なる こ と で あ る 。 こ の と き 、 f(c) を 極大値と い う 。

注意 ： よ り 詳しく 、 広義 の 極大と か 、 極小と か い う 概念に つ い て 、 そ の 名前の 付け 方か ら 定義 を 類推せ よ 。

ま た 、 点 x = c が 区間 I の 境界に あ る 場合は 、 ど う 定義 した ら 良い か 、 各自考え よ 。

命題 5.1 区間 I で 定義 さ れ た 関 数 f ∈ C2(I) が 、 区間 内の 点 c で

f ′(c) = 0, f ′′(c) < 0

と なる なら ば 、 関 数 f は x = c で 極大値を と る 。

証明： 関 数 f を x = c で 2次ま で 展開す る と 、

f(x) = f(c) + f ′(c)(x − c) +
f ′′(c + θ(x − c))

2!
(x − c)2 (0 < θ < 1)

と なる 。 f ′′ が x = c で 連続で f ′′(c) > 0 だ か ら x が c の 近く (δ > 0 が あ っ て |x− c| ≤ δ)なら ば f ′′(x) > 0 で

あ る 。 即ち 、

f ′′(c + θ(x − c))

2!
(x − c)2 > 0 (|x − c| ≤ δ). (1)

f ′(c) = 0 で あ る こ と も 用い る と

f(x) ≥ f(c) (|x − c| ≤ δ). �

● 2変数の Taylor の 定理

講義 で は 次の よ う に 考え た ： f(x, y) の (a, b) で の 挙動を 、 関 数

g(t) = f(a + t(x − a), b + t(y − b)), g(0) = f(a, b), g(1) = f(x, y)

を 用い て 調べ る 。 g(t) は １変数関 数だ か ら 、 そ れ に Taylor の 定理を 用い て ２ 回微分ま で 考え る と

g(t) = g(0) + ġ(0)t +
g̈(θt)

2!
t2 0 < ∃θ < 1.

と なる 。 故に 、

g(1) − g(0) = f(x, y) − f(a, b) = ġ(0) +
g̈(θ)

2!

と なる 。 こ こ で 、 x(t) = a + t(x − a)、 y(t) = b + t(y − b) と 書い て 、 合成関 数の 微分を 実行して みる 。

ġ(t) = fx(x(t), y(t))ẋ(t) + fy(x(t), y(t))ẏ(t), ġ(0) = fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

ま た

g̈(t) =(fxx(x(t), y(t))ẋ(t) + fyx(x(t), y(t))ẏ(t))ẋ(t) + fx(x(t), y(t))ẍ(t)

+ (fxy(x(t), y(t))ẋ(t) + fyy(x(t), y(t))ẏ(t))ẏ(t) + fy(x(t), y(t))ÿ(t)

ẍ(t) = 0、 ÿ(t) = 0 だ か ら 0 < ∃θ < 1 が あ っ て

f(x, y) − f(a, b) =fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

+
1

2

[

fxx(a + θ(x − a), b + θ(y − b))(x − a)2 + fxy(a + θ(x − a), b + θ(y − b))(y − b)(x − a)
]

+
1

2

[

fyx(a + θ(x − a), b + θ(y − b))(x − a)(y − b) + fyy(a + θ(x − a), b + θ(y − b))(y − b)2
]

.

こ れ か ら 推測さ れ る よ う に 、 よ り 一 般的に は 以 下の よ う に なる ：
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定理 5.2 (Taylor の 定理) 長方形領域 I × J 上で f ∈ Cn(I × J) と す る と 、

f(x, y) =

n−1
∑

j+k=0

1

j!k!

∂j+kf

∂xj∂yk
(a, b)(x − a)j(y − b)k + Rn

と なる 。 こ こ で

Rn =
∑

j+k=n

1

j!k!
(x − a)j(y − b)k ∂j+kf

∂xj∂yk
(a + θ(x − a), b + θ(y − b)), (∃θ ∈ (0, 1)).

● 極大値、 極小値を 求 め る 一 つ の 方法

命題 5.2 長方形領域 I × J で 定義 さ れ た 関 数 f ∈ C2(I × J) が 、 領域 の 点 (a, b) で

fx(a, b) = fy(a, b) = 0, か つ Hf (a, b) =

(

fxx(a, b) fyx(a, b)

fxy(a, b) fyy(a, b)

)

が 負定値行列

と なる と す る 。 す る と 、 関 数 f は (x, y) = (a, b) で 極大値を と る 。

定義 5.2 長方形領域 I × J で 定義 さ れ た 関 数 f ∈ C1(I × J) に 対し、 fx(a, b) = fy(a, b) = 0 と なる 点 (a, b) を

関 数 f(x, y) の 停留点 (stationary point) と い う 。

定義 5.3 n × n-行列 A = (aij) が 負定値行列で あ る と は 、 任意 の ξ = t(ξ1, ξ2, · · ·, ξn) ∈ R
n \ {(0, 0, · · ·, 0)} に

対して

ξ · Aξ =

n
∑

i=1

ξi

(

n
∑

j=1

aijξj

)

=

n
∑

i,j=1

aijξiξj < 0

と なる こ と で あ る 。

特に A =

(

a c

c b

)

が 負定値行列と なる 必要十分条件は

a < 0, c2 − ab < 0

で あ る 。 実際、 任意 の ξ = t(ξ1, ξ2) に 対して

ξ1(aξ1 + cξ2) + ξ2(cξ1 + bξ2) = aξ2
1 + 2cξ1ξ2 + bξ2 < 0

と なる た め の 条件は 、 上に 述べ た も の で あ る 。

命題 5.2 の 証明: さ て 、 fx(a, b) = 0, fy(a, b) = 0 だ か ら

f(x, y) = f(a, b) + R2,

R2 =
1

2

[

fxx(· · · )(x − a)2 + 2fxy(· · · )(x − a)(y − b) + fyy(· · · )(y − b)2
]

=
1

2
(x − a, y − b)·Hf (· · · )

(

x − a

y − b

)

, Hf (· · · ) =

(

fxx(· · · ) fyx(· · · )

fxy(· · · ) fyy(· · · )

)

但し、 記 法上 (· · · ) = (a + θ(x − a), b + θ(y − b)) と した 。 f ∈ C2(I × J) で あ る か ら 、 Hf (a, b) は 負定値行列

と い う 仮定よ り 、 (· · · ) が (a, b) の 十分近く に あ る と き Hf (· · · ) も 負定値行列。 あ と は 、 １変数の 場合と 同様の

議 論で 、 (x, y) が (a, b) の 十分近く に あ る と き

f(x, y) ≤ f(a, b) 即ち 、 f(x, y) は (a, b) で 極大. �

注意 ： Hf (a, b) が 負定値で も 正定値で も ない 場合、 点 (a, b) が 極値を 与え る 点か ど う か 、 一 般的な判断は で

き ない 。 関 数の 停留点で あ っ て そ こ で 極値を 与え る 点を 極値点と い う 。 極値点以 外の 停留点は 以 下に 説明す る 。
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定義 5.4 一 般に 点 (a, b) は 、 二つ の ベ クトル (x1, y1) (x2, y2) 6= 0 が 存在して t に 関 す る 関 数 g(t) = f(a +

tx1, b + ty1) が t = 0 で 極小、 s に 関 す る 関 数 h(s) = f(a + sx2, b + sy2) が s = 0 で 極大と なる と き 、 関 数

f(x, y) の 峠点と い う 。

例え ば 、 関 数 f(x, y) = x2 − y2 に 対す る 停留点 (0, 0) は 、 f(x, 0) = x2 が x = 0 で 極小値、 f(0, y) = −y2

が y = 0 で 極大値を 持つ の で 、 峠点で あ る 。

(

fxx(0, 0) fxy(0, 0)

fyx(0, 0) fyy(0, 0)

)

=

(

2 0

0 −2

)

.

よ り 一 般に 、 関 数 f(x, y) に 対す る 停留点 (a, b), fx(a, b) = 0, fy(a, b) = 0, で

det

(

fxx(a, b) − λ fxy(a, b)

fyx(a, b) fyy(a, b) − λ

)

= det(Hf (a, b) − λI2)

= λ2 − (fxx(a, b) + fyy(a, b))λ + fxx(a, b)fyy(a, b) − fxy(a, b)fyx(a, b) = 0

を 満た す 実根1λ1, λ2 の 性質を 調べ る 。 こ れ ら は 停留点 (a, b) で の Hessian（ ヘ ッセ行列） Hf (a, b) に 対応す る

固有値2に なり 、 以 下の よ う に 分類さ れ る 。

(i) λ1 > 0, λ2 > 0なら ば 停留点 (a, b) は 極小点、

(ii) λ1 < 0, λ2 < 0なら ば 停留点 (a, b) は 極大点、

(iii) λ1 > 0, λ2 < 0なら ば 停留点 (a, b) は 峠点、

(iv) λ1λ2 = 0なら ば そ の 停留点 (a, b) の 近辺の 関 数の 挙動は こ の 情報だ け で は 不明。

====================================

メ モ ： 前回ホ ー ム ペ ー ジに 掲載さ れ た 「 想定問題」 の う ち 、 ど こ を 重点的に 解い て い く よ う に 示唆した 。

そ の 後、 演 習で Hessian（ ヘ ッセ行列） の 行列式が ０に なる と き の 取扱 い は なか なか 伝わ ら ない と い う 報告が

あ っ た 。 講義 で は 峠点の 取扱 い は 「 Hessian（ ヘ ッセ行列） の 行列式が ０に なる と き は こ れ だ け で は 、 当該の 点

が 極値か ど う か 判定で き ない 」 と した 。 と は 言え 、 何故 y = x3 の 停留点 x = 0 が 極値に なら ず 、 y = x4 の 場

合に は 極小値に なる の か の 説明を した 。

1実数値解の こ と 。 こ の 式は 虚根（ 虚数値解と い う の か ？ ） を 持た ない こ と は す ぐ 分か る
2行列と そ の 固有値に つ い て は 線形代数の 講義 で 説明さ れ る
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