
「 6+7類V組　 微分積分学第１中間 試験解答例」 井 上淳 2006.7.2.revised

試験中の 指示：

「 解け なか っ た 」 と 感 じ た 人は 、 ど こ か ら 分か ら なく なっ た か レ ポ ー トを メ ー ル して 下さ い ！ 締め 切り ６ 月一

杯。（ 数式を 扱 う と き は Tex や LaTex と い う ソフ トが 便利）

（ 追記 ） メ ー ル す る も しない も 君達の 勝手で す が 、 こ の 操作は 極め て 大切で 、 分か ら ない と き の みなら ず 何か

困っ た と き に 「 ど こ か ら か 、 と か 、 何故か 」 を 自分で 探す 訓練 に なり ま す 。 こ れ に よ り 、 なま じ 分か っ た つ も

り の 人や 困ら ない つ も り の 人よ り 「 進歩の 可能性を 確 保」 で き ま す 。 こ れ が で き ない と 、 碁や 将棋で い う 「 勝

手読み」、 即ち 、「 自分の 都合の 良い よ う に しか 物事を 解釈しない 」 と い う こ と に なり 、 ひ い て は 、「 敵を 知り

己を 知れ ば 百戦危 う か ら ず 」 と は 逆 の 悲惨なこ と に なり え ま す ぞ ー 。 と こ ろ で 、 感 想文と か は 「 講義 に 対す る

貢献」 と みなしま す 。

試験直後の 印 象：

問１は 予告問題の た め か 質問は 出なか っ た が 、 ツボ を 押さ え た 解答が で き て い る か ど う か 、 楽 しみで あ る 。

問２ は 何や ら 手こ ず っ た よ う で あ る 。 こ の 問に つ い て は Taylor の 定理を 用い る こ と を ヒ ン トと して 与え た 。

そ れ よ り も 気 に か か っ た こ と は 、「 問題文を ち ゃ ん と 読む 」 と い う こ と が 思い の ほ か で き ない よ う に みえ る こ と

で あ る 。 数学の 一 つ の 特徴は 、 言葉の 「 定義 」 を き ち ん と して あ る の で 「 正確 に 伝わ り 易 い 」 と い う こ と に あ

る 。 そ れ に も か か わ ら ず 、 例え ば 、「 上界」 と 「 上限」 の 違い が 分か ら ず ご ち ゃ 混ぜ に 「 覚 え て 」 い る と 、 さ す

が に 問題文の 意 味が 伝わ り に く い 。 同じ 日本語の よ う に 見え て も 、 数学者の 言葉と 政治家の 永 田町言葉と は 使

い 方が 違う か ら 、「 数学と い う 言語体系」 は 「 普遍的か つ 不変的」 なの で す 。

問３ に は 何の 質問が なか っ た し、 演 習で 似た 問題を や っ て い る の で 、 で き が 良い こ と を 期 待して い る 。

少し採点して の 印 象：

物事を 論理的に 考え そ れ を 記 述で き る こ と は 「 知識人と して の 基 本」 で あ る が 、 難しい こ と で 、 なか なか 苦 労

して い る よ う で あ る 。 しか し苦 労す れ ば 必ず 進歩す る の だ か ら 、 努力して 欲しい も の で あ る 。

========== 以 下解答例 ==========

1 以 下の 式

lim
h→0

eh − 1

h
= 1

に つ い て 論ぜ よ （ ヒ ン ト： 大学に 入っ て 修得した で あ ろ う 数学的考え 方を も と に 、 こ れ に は ど う 答え た ら よ い

の か ？ 何が ツボ （ 肝 要な点） で あ っ た か 明示し答よ ）。

略解例 [8点]： 2005年 5月 2日第 3回講義 内容に 詳しく 説明して あ り ま す か ら 、 も う 一 度読み直して み

て 下さ い 。

ツボ １ [2点]： e は ど う 定義 した か ？ 実数の 連続性と の 関 係を 明確 に 書く 。 即ち 、 自然数 n に 対して en = (1+ 1
n )n

と 定義 した も の が 、 有理数の 中で 「 上に 有界な単調増加列」 と なっ て い る こ と 、「 実数の 連続性」 よ り 、 極限

limn→∞ en が 実数の 中で 存在し、 そ れ を e と 記 した 。

ツボ ２ [2点]： 冪乗の 定義 を ど う す る か ？ 一 般に 指数関 数の 定義 は ど う した か ？ 単調な連続増加関 数の 逆 関 数は

存在し連続で あ る こ と を 注意 す る 。 ツボ １で 定め た 数 e は e > 1 で あ る こ と 、 一 般に a > 1 に 対して 指数関 数

ax が ど う 定義 さ れ る か ？ ま ず 、 自然数 n に 対し an が 帰 納的に 定義 さ れ る 。 有理数 x = q/p に 対して は y > 1

で 単調増加連続な関 数 yp は ξp = aq なる ξ > 1 を 唯一 つ 持つ か ら 、 そ れ を ξ = aq/p と して 定義 した こ と 、 こ

れ が 指数法則を 満た す こ と を 示した 。 次に 一 般の x に 対して は x を 有理数で 近似す る こ と で ax を 定義 し、 更

に 連続で あ る こ と を 示した 。

ツボ ３ [4点]： ま ず ツボ １で の e の 定義 か ら 、 任意 の x > 1 に 対して 自然数 n を n ≤ x < n + 1 と 取る こ と に
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よ っ て

lim
x→±∞

(

1 +
1

x

)x

= e

を 示す 。

実際、 冪乗の 定義 よ り

(

1 +
1

n + 1

)n

<

(

1 +
1

x

)x

<

(

1 +
1

n

)n+1

と
(

1 +
1

n + 1

)n

=

(

1 +
1

n + 1

)n+1(

1 +
1

n + 1

)−1

→ e,

(

1 +
1

n

)n+1

=

(

1 +
1

n

)n(

1 +
1

n

)

→ e,

を 用い れ ば 良い 。 x < −1 の 場合も 同様の 考察を す れ ば 良い の だ が 、 合点い っ た か な？

|h| → 0 の と き 1/|h| → ∞ だ か ら 、 上の 式を

lim
h→0

(1 + h)1/h = e

と 書き 換 え る 。 こ こ で 、 ツボ ２ で 注意 した 指数関 数の 逆 関 数で あ る 対数関 数の 連続性を 用い る 。 (1 + h)1/h の

対数を と り 、
1

h
log(1 + h) = log(1 + h)1/h → log e = 1

と なる 。 次に u = eh − 1 と お く と h = log(1 + u) で あ り 、 h → 0 の と き u → 0 で あ る か ら

eh − 1

h
=

u

log u
→ 1. �

注意 ： ツボ ２ の 考察を 除い て 、 い き なり (1 + 1
x)x を 定義 す る と い う 答が あ っ た 。 n ≤ x < n + 1 と 取る こ

と に よ っ て

1 +
1

n + 1
< 1 +

1

x
で あ り

(

1 +
1

n + 1

)n

<

(

1 +
1

x

)n

<

(

1 +
1

x

)x

と なる と こ ろ に ツボ ２ の 考察が 用い ら れ て い る 。 ま た h = 1/n と して

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= lim
h→0

(1 + h)1/h = e

と なる 。 だ か ら limh→0 log(1 + h)1/h = 1 と い う 解答も 多か っ た が 、 任意 の h に 対して そ れ が ０に 収束す る と

い う の と 、 特殊な h = 1/n に 対して と い う の で は 一 般的に は 隔 た り が あ る ！

ま た 、 対数関 数の 微分を 考え る と い う の も あ っ た が 、 こ の 問題で そ の 事実を 使う と 、 同義 語反復に 近い と

判断した 。

注意 ： f(h) = eh − 1, g(h) = h と お き 、 g′(h) = 1 6= 0 で あ る こ と に 注意 して l’Hospital の 法則よ り

lim
h→0

f(h)

g(h)
= lim

h→0

f ′(h)

g′(h)
= lim

h→0

eh

1
= 1

と なる と い う 答が あ っ た 。 計算の 方針は 頷け る が 、 こ の 問題は 関 数 ex が 定義 よ り x = 0 で 微分可能で そ の 微

分係数が 1 と なる こ と を 定義 に 戻っ て 示せ と い っ て い る の で あ る 。 こ れ で は 問題の 答を 問題の 解法に 使っ て

い る と 判断さ れ る の で は ？
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＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝

2 実係数 n次多項式 p(x) 及 び そ の 導関 数 p′(x), p′′(x), · · ·, p(n)(x) の す べ て を 正と す る よ う な x の 値は 、

方程式 p(x) = 0 の 正根の 上界で あ る 事を 示せ （ 実係数方程式が 一 つ の 正数M よ り 大き な正の 実数解を 持た な

い と き 、 M を 正根の 上界と い う ）。

解答例 [7点]： い ま M を p(x) 及 び そ の 導関 数 p′(x), p′′(x), · · · , p(n)(x) の す べ て を 正と す る よ う な x の 一

つ と す る 。 x = M で p(x) を Taylor展開す る 。 m ≥ n + 1 なら ば 任意 の x に 対して p(m)(x) = 0 と なる か ら 、

p(M + y) = p(M) + yp′(M) +
1

2!
y2p′′(M) + · · · + 1

n!
ynp(n)(M)

が 分か る 。 実係数 n次多項式 p(x) に 対す る x = M で の 仮定よ り 、 y > 0なら ば p(M +y) > 0 と なり 、 p(x) = 0

と なる 根は x ≥ M に は 無い 。 �

別解例： 実係数 n次多項式 p(x) を p(x) = axn + · · · と 書き 、 上の 証明と 同じ M を と る 。 p(n)(x) = an!

で あ り 、 仮定よ り p(n)(M) > 0 だ か ら a > 0 と なる 。 p(n−1)(M) > 0 か つ p(n)(x) > 0 だ か ら 、 x ≥ M で

p(n−1)(x) > 0 と なる 。 以 下同様の 推論で x ≥ M で p(k)(x) > 0, k = n − 2, · · · , 0 と なる 。 即ち 、 x ≥ M で

p(x) > 0 と なり 、 p(x) = 0 と なる 根は x ≥ M に は 無い 。 �

注意 ： Taylor の 定理を 用い る と き 、 考え て い る p(x) が 実係数 n次多項式だ か ら 『 m ≥ n + 1 なら ば 任意

の x に 対して p(m)(x) = 0 と なる 』 と い う こ と を 明言で き ない 答案 も 多か っ た 。

＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝

3 次の 関 数の 定義 域 と 導関 数を 求 め よ 。

f(x) = arcsin

(

1 − x

1 + x

)

解答例 [5点]： sin f(x) = g(x) ∈ [−1, 1]、 g(x) = 1−x
1+x で 1 + x 6= 0 だ か ら

−1 ≤ g(x) =
1 − x

1 + x
·1 + x

1 + x
=

1 − x2

(1 + x)2
≤ 1 =⇒ −2(1 + x) ≤ 0, 0 ≤ 2x(x + 1).

故に 、 f の 定義 域 は x ≥ 0 で あ る 。 合成関 数の 微分則か ら

cos f(x)·f ′(x) = g′(x) =
−2

(1 + x)2
, f ′(x) =

−2

(1 + x)2cos f(x)

で あ り

cos f(x) = ±
(

1 − sin 2f(x)

)1/2

= ± 2
√

x

1 + x

と なる 。 f(x) ∈ [−π/2, π/2] だ か ら cos f(x) ≥ 0 で あ る 。 故に 、

f ′(x) =
−1

(1 + x)
√

x
. �
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