
微分積分学第一 　 6+7類V組 第 7回講義 内容（ 2006年 6月 06日） 井 上淳

中間 試験予定： 6月 13日（ 火） 1～ 2時限 W531、 出題予告付き

期 末試験予定： 8月 2日（ 水） 5～ 8時限 H101

講義 後の 質問： 以 下の よ う な質問が あ っ た が 、 講義 中に 一 声あ れ ば スッキリ す る の だ が ？

(1)

(

n

k

)

と は 何か ？

(2) D(f), R(g) と は 何か ？

(3) Taylor の 定理の 証明は こ れ で 終わ っ た の か ？

こ れ ら に つ い て 以 下に 説明を 加え た 。

(

n

k

)

は 何か ベ クトル と 思っ て い た と の こ と だ が 、 そ れ で は 関 数の 積の 高

階微分に 関 す る Leibnitz の 公式の 意 味が 分か ら なく なる 。 講義 中、 分か ら ない 、 前に 出て き た よ う な気 が す る

が 忘れ た 等、 そ の 記 号は 何で す か と か 、 も う 一 度説明して 下さ い と か 、 是非と も 声を か け て 欲しい 。 Leibnitz

の 公式を 書き 上げ る と き 「 二項定理と 同様に 」 と は 講義 中に 言っ て い る の だ が 、 黒板を 写す こ と に 熱中して い

て 「 聞こ え て い ない 」 の だ ろ う 。 大概の 質問は 、 他の 人々 に と っ て も 疑 問点の 事が 多い の で す 。

1 何故、 lim
h→0

e
h − 1

h
= 1 と い え る の だ ろ う か ？

2 関 数と は 何か ？

3 1変数関 数の 微分法

3.1 微分商、 微分可能性

3.2 平均値の 定理、 Cauchy の 平均値の 定理

3.3 不定形の 極限、 l’Hospital の 法則

3.4 合成関 数の 微分

Landau の 記 号： あ る 点の 近く で の 2 つ の 連続関 数1の 比の 絶対値の 挙動を 調べ 、「 0 に 行く か 、 ∞ に 行
く か 、 有界で あ る か 」 と 区別で き る 場合を 考え る 。 即ち 、 g(x) が x0 の 近く で 0 で ない と 仮定して

lim
x→x0

∣

∣

∣

∣

f(x)

g(x)

∣

∣

∣

∣



















= 0

= ∞
≤ M

⇐⇒



















f = o(g)

g = o(f)

f = O(g)

と 記 す 。

例２ ： f = o(1) (x → a) ⇐⇒ f(x) → 0 (x → a).

f = O(1) (x → a) ⇐⇒f(x) は 「 a の 近く 」 で 有界.
1そ の 「 あ る 点」 で は 定義 さ れ て い なく と も 構わ ない
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定理 3.1 関 数 z = f(y) の 定義 域 を D(f)=domain of f と し、 関 数 y = g(x) の 値域 R(g)=range of g は D(f)

に 含 ま れ る と す る 。 g は ξ で 連続、 f は η = g(ξ) で 連続と す る と き 、 合成関 数 f◦g(x) = f(g(x)) は x = ξ で

連続で あ る 。

定理 3.2 関 数 z = f(y) の 定義 域 を D(f) と し、 関 数 y = g(x) の 値域 R(g) は D(f) に 含 ま れ る と す る 。 g は

ξ で 微分可能、 f は η = g(ξ) で 微分可能と す る と き 、 合成関 数 f◦g(x) = f(g(x)) は x = ξ で 微分可能で あ り 、

ξ に お け る 微分係数は 次式で 与え ら れ る 。

(f◦g)′(ξ) = f ′(η)g′(ξ)

∣

∣

∣

∣

η=g(ξ)

, 即ち
dz

dx
=

dz

dy
· dy

dx
.

注意 ： こ こ で f ′(η)

∣

∣

∣

∣

η=g(ξ)

と は η に g(ξ) を 代入す る と い う 意 味で あ る 。

定理 3.3 (逆 関 数の 連続性と 微分可能性) 関 数 y = f(x) は ξ を 含 む 或 る 区間 [a, b] で 狭義 単調か つ 連続と す

る 。 f の 値域 は [f(a), f(b)] で あ り 逆 関 数 f−1 は [f(a), f(b)]上の 連続関 数で あ る 。 ま た 、 f が x = ξ で 微分可

能で 、 f ′(ξ) 6= 0 なら ば 、 f の 逆 関 数 f−1 は η = f(ξ) で 微分可能で

(f−1)′(η) =
1

f ′(ξ)

∣

∣

∣

∣

ξ=f−1(η)

, 即ち
dx

dy
=

1
dy
dx

.

証明: (i) 任意 の η(f(a) < η < f(b)) に 対し中間 値の 定理よ り f(ξ) = η と なる ξ(a < ξ < b) が 存在し、 そ

れ を ξ = f−1(η) と 書い た 。 f の 値域 は [f(a), f(b)] だ か ら 、 f−1 の 定義 域 は [f(a), f(b)] と なる 。

(ii) 逆 関 数 f−1 の 狭義 単調増加性： f(a) ≤ η1 < η2 ≤ f(b) を と り ξ1 = f−1(η1), ξ2 = f−1(η2) と お く 。 も

し ξ1 ≥ ξ2 と す る と f の 狭義 単調性 η1 = f(ξ1) ≥ f(ξ2) = η2 と なり η1 < η2 に 矛盾す る 。 故に 、 η1 < η2 なら

ば f−1(η1) < f−1(η2) と なる 。

(iii) 逆 関 数 f−1 の 連続性： 定義 域 [f(a), f(b)] の 点 η を と り η に 収束す る 任意 の 狭義 単調列 {yk} を と る 。
xk = f−1(yk) と お く と a ≤ xk ≤ b で あ り 、 f−1 が 狭義 単調だ か ら {xk} も 有界で 狭義 単調列に なる 。 実数の 連
続性か ら xk は あ る 実数 ξ に 収束す る 。 f が 連続だ か ら 、 f(xk)→f(ξ) で あ り 、 xk は ξ = f−1(η) に 収束す る 。

即ち 、 yk → η の と き f−1(yk)→f−1(η) と なる 。

(iv) 逆 関 数 f−1 の 微分可能性： 十分小さ な h を と り k = f−1(η + h) − f−1(η) と お く と 、 上で 述べ た こ

と よ り h → 0 と k → 0 と は 同等なる こ と が 分か る 。 ξ = f−1(η) と し関 係式 ξ + k = f−1(η + h) を f で 写す と

f(ξ + k) = f(ξ) + h と なる か ら

lim
h→0

f−1(η + h) − f−1(η)

h
= lim

k→0

k

f(ξ + k) − f(ξ)
=

1

f ′(ξ)
. �

（ 注意 ） こ の 最後の 式は f(f−1(x)) = xなる 関 係式を 合成関 数の 微分公式を 用い て 微分す れ ば 従う 。

f ′(f−1(x))
df−1(x)

dx
= 1,

df−1(x)

dx
=

1

f ′(y)

∣

∣

∣

∣

y=f−1(x)

. 即ち
dx

dy
=

1
dy
dx

.

注意 ： こ の dx/dy = 1/(dy/dx) なる 記 法は 誤解を 招く こ と が あ る 。 ２ 変数以 上の 関 数の 偏微分が か か わ

る と き 、 こ の 記 法の 真似は して は なら ない ！

対数微分 : f(x) = g(x)h(x) の x → a で の 挙動を g(x), h(x) の x → a で の 挙動と 関 連付け て 調べ る 一 つ の 方

法で あ る 。

f(x) = xx を 例に と り limx→0 f(x) = 1 を 示した 。 事の 序で に 、 任意 の α > 0 に 対し limx→0 xα log x = 0

と なる こ と を 、 L’Hospital の 法則を 用い て 示した 。
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3.5 高階導関 数

関 数 f(x) が x = a で 微分可能なと き 、 そ の 微分係数を f ′(a) と 書い た 。 も し、 関 数 f が 区間 I の す べ

て の 点 x で 微分可能と す る と 、 区間 I の 各点 x に そ こ で の 微分係数 f ′(x) を 対応さ せ る 関 数が 定義 さ れ た こ

と に なり 、 そ れ も f ′(x) と 書く 。 も し、 こ の 関 数が 区間 I で 微分可能なと き 、 そ の 微分係数を f ′′(x), f (2)(x)

と 書き 、 f の 2階微分と い う 。 以 下、 こ の 操作を 繰り 返せ る と き は 繰り 返して 、 高階の 微分 f (k)(x) が 定ま る 。

f (k)(x) が 存在す る と き 、 f (k)(x) は 連続か ど う か 分か ら ない が 、 f (k−1)(x) は 連続で あ る 。 区間 I が 開区間 の

と き は こ の ま ま で よ い が 、 閉区間 の と き は 、 端点で は 右 微分と か 左微分と い う 言葉を 用い る 必要が あ ろ う 。

Leibnitz の 公式： 関 数の 積の 微分に つ い て 、 f, g が 何回で も 微分可能なら ば

(fg)′ = f ′g + fg′, (fg)′′ = f ′′g + 2f ′g′ + fg′′

は す ぐ に 示せ る 。 よ り 一 般に 以 下の 公式は 数学的帰 納法で 証明で き る 。

(fg)(n) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

f (n−k)g(k),

(

n

k

)

= nCk =
n!

k!(n − k)!
.

こ の 公式を 用い て 、 f(x) = arcsin x の n階導関 数の 0 で の 値 f (n)(0) を 求 め よ う （ 以 下は 講義 で は 説明で き な

か っ た が 、 見て お い て 欲しい も の で あ る ）。

sin f(x) = x だ か ら

f ′(x) =
1

cos f(x)
=

1
√

1 − sin2f(x)
=

1√
1 − x2

= (1 − x2)−1/2

と なる 。 故に ２ 乗して (f ′(x))2(1 − x2) = 1 と なる か ら 、 こ れ を 微分して

(1 − x2)2f ′f ′′ − 2xf ′2 = 0.

f ′ は 0 に なら ない の で 2f ′ で 割 っ て

(1 − x2)f ′′ − xf ′ = 0

が 求 ま る 。 こ の 式に Leibnitz の 公式を 適用す る と

{

(1 − x2)f (n+2)(x) +

(

n

1

)

(−2x)f (n+1)(x) +

(

n

2

)

(−2)f (n)(x)
}

−
{

xf (n+1)(x) +

(

n

1

)

1·f (n)(x)
}

= 0.

整理して

(1 − x2)f (n+2)(x) − (2n + 1)xf (n+1)(x) − n2f (n)(x) = 0

と なる 。 x = 0 を 代入して

f (n+2)(0) = n2f (n)(0) (n = 0, 1, · · ·).

一 方

f(0) = arcsin 0 = 0, f ′(0) = (1 − x2)−1/2
∣

∣

x=0
= 1

だ か ら 、

f (n)(0) =







0 n が 偶 数の と き ,

(n − 2)2(n − 4)2· · ·32·12·1 = ((n − 2)!!)2 n が 奇 数の と き .

定義 3.1 区間 (a, b) 上の 関 数 f(x) が Ck 級 で あ る と は 、 f(x) の k 階微分 f (k)(x) が 存在して 区間 (a, b) で

連続で あ る こ と と す る 。 そ れ を 、 f ∈ Ck(a, b) と 書く 。
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4 Taylor の 定理と そ の 応用（ １変数の 場合）

4.1 １変数Taylor の 定理

定理 4.1 (Taylor の 定理) 区間 I 上で f ∈ Cn(I) と す る と 、

f(x) =

n−1
∑

j=0

1

j!
f (j)(a)(x − a)j + Rn

と なる 。 こ こ で

Rn =















1

n!
(x − a)nf (n)(a + θ(x − a)), (∃θ ∈ (0, 1)),

(1 − θ′)n−1

(n − 1)!
(x − a)nf (n)(a + θ′(x − a)), (∃θ′ ∈ (0, 1)),

等と 表現さ れ る 。

注意 ： 上の 定理で は Rn の 2 つ の 表現を 記 した 。 後に 述べ る Taylor展開、 即ち limn→∞ Rn = 0 を 示す と

き 、 各種の 剰余項の 表示を う ま く 使い 分け る こ と が 必要に なる 。

証明： 講義 中に 、 こ の 定理の 証明は Rolle の 定理に 帰 着さ せ る こ と で あ る と 言明し、 概略を 述べ た つ も り

で あ っ た が 、 帰 り 際に 「 こ の 定理は 証明した の で す か 」 と い う 質問が あ っ た 。 こ こ に 述べ る 。

関 数 g(x) を

g(x) =

n−1
∑

k=0

(b − x)k

k!
f (k)(x) + A(b − x)n

と し、 Rolle の 定理を 適用で き る よ う に A を 定め る 2：

g(a) = f(a) = g(b) =

n−1
∑

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a) + A(b − a)n

即ち 、

A =
1

(b − a)n

(

f(a) −
n−1
∑

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a)

)

と 定め る 。 こ れ よ り Rolle の 定理を 用い て 、 a < c < b が あ っ て g′(c) = 0 と なる 。 一 方、

g(x) = f(x) +
b − x

1!
f ′(x) +

(b − x)2

2!
f ′′(x) + · · · + (b − x)n−1

(n − 1)!
f (n−1)(x) + A(b − x)n

だ か ら 、 微分して

g′(x) = f ′(x) +

(

− f ′(x) +
b − x

1!
f ′′(x)

)

+

(

− b − x

1!
f ′′(x) +

(b − x)2

2!
f ′′′(x)

)

+ · · · +
(

− (b − x)n−2

(n − 2)!
f (n−1)(x) +

(b − x)n−1

(n − 1)!
f (n)(x)

)

− nA(b − x)n−1

=
(b − x)n−1

(n − 1)!
f (n)(x) − nA(b − x)n−1

と なる 。 故に 、

0 = g′(c) =
(b − c)n−1

(n − 1)!
f (n)(c) − nA(b − c)n−1, f (n)(c) = n!A.

即ち 、

f (n)(c)

n!
(b − a)n = f(a) −

n−1
∑

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a). �

22002 年度に は 「 Taylor さ ん は ど う 考え て こ の 定理を 見つ け た の で す か ？ 凄い で す ね 」 と い う 質問が あ っ た
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注意 ： Taylor の 定理に お い て

Rn = f(x) −
n−1
∑

k=0

(x − ξ)k

k!
f (k)(ξ)

と お く と 、 上の 定理で は

Rn =
(x − ξ)n

n!
f (n)(ξ + θ{n}(x − ξ)) (0 < θ{n} < 1)

なる も の が 現わ れ た が こ れ を Lagrange の 剰余と い う 。 こ こ で 、 数 θ{n} は f に も x, ξ に も 依 っ て い る が 、 そ

れ ら へ の 依 存を 明示しなか っ た 。 こ の 記 号は 単に 、 θ{n} と θ{1} を 区別す る た め の も の で あ る 。 Cauchy の 剰余

と い う 次の 表現も あ る ：

Rn =
(1 − θ{1})n−1(x − ξ)n

(n − 1)!
f (n)(ξ + θ{1}(x − ξ)) (0 < θ{1} < 1).

Lagrange の 剰余は

g(x) =
n−1
∑

k=0

(b − x)k

k!
f (k)(x) + A{n}(b − x)n

と し、 こ の 関 数 g(x) が g(b) = g(a) を 満た す よ う に A{n} を 定め 、 こ れ に Rolle の 定理を 適用して 求 ま る 。 一

方、 Cauchy の 剰余は

g(x) =

n−1
∑

k=0

(b − x)k

k!
f (k)(x) + A{1}(b − x)

と し同様の 操作で 求 ま る 。

こ れ か ら 直ち に 、 読者は

g(x) =

n−1
∑

k=0

(b − x)k

k!
f (k)(x) + A{`}(b − x)` (` = 1, 2, · · · , n)

と し同様の 操作で 何が 得ら れ る か 興味を 持っ て 、 さ っ き ま で 重か っ た 鉛 筆も 急 に 軽く なっ て 紙の 上を 走り 出して

は い ない だ ろ う か ？ こ の 異 なる 表現が 必要な例は 、 次回の 講義 の と き 述べ る Taylor展開の 計算で 与え ら れ る 。

4.1.1 極大値、 極小値を 求 め る 一 つ の 方法

定義 4.1 f ∈ C(I) が x = c で 極大に なっ て い る と は 、 あ る δ > 0 が あ っ て

f(x) ≤ f(c), ∀x ∈ (c − δ, c + δ) ∩ I

と なる こ と で あ る 。 こ の と き 、 f(c) を 極大値と い う 。

注意 ： よ り 詳しく 、 広義 の 極大と か 、 極小と か い う 概念に つ い て 、 そ の 名前の 付け 方か ら 定義 を 類推せ よ 。

命題 4.1 区間 I で 定義 さ れ た 関 数 f ∈ C2(I) が 、 区間 内の 点 c で

f ′(c) = 0, f ′′(c) < 0

と なる なら ば 、 関 数 f は x = c で 極大値を と る 。

証明： 概略を 説明した 。

====================================

メ モ ： 授業開始時受講者 50名、 最後の 頃 80名程度か ？
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