
微分積分学第一　 類V 組 中間試験解答例（T 200 年5 月6 3 日）井上淳0

1 を定数とする。次の方程式の解の個数を調べよ。a

2x arctan x − log
(
1 + x2

)
=

略解

a

[7：] f(x) = 2x arctan x, g(x) = log
(
1 + x2 として関数

)
h(x) = f(x)−g のグラフを書いてみる。(x)

h(x) = f(x)− g(x), h′(x) = 2 arctan x, h′′(x) =
2

1 + x2
,

h(x) = h(0) + h′(θx)x, 0 < ∃θ = θx <

だから

1

h(x) = となるa の個数x =




0 a < 0,

1 a = 0,

2 a > 0.

2 以下の極限を求めよ。但し、 は自然数、n は実数とする。λ

(1) lim
x→π

2 −0
(tan x)cos x, (2) lim

x→1−0

x − nxn + (n − 1)xn+1

(1 − x)λ

略解：

.

(1)[3] f(x) = (tan x)cos とおき対数をとるとx log f(x) = cos x log (tan となる。x) x → π
2 − の

とき

0
cos x → かつ0 log (tan x) → だから、これは不定形の極限である。そこで、∞ l’Hospit の法則を用いてal

(log (tan x))′

(1/cos x)′
=

cos x

sin2 x
→ 0 (x → π

2
−

に注意すれば

0)

lim
x→ π

2 −0
(tan x)cos x = となる。1

(2)[3] f(x) = x−nxn + (n− 1)xn+1, g(x) = (1− x) とおくと、λ n = のときは1 f(x) ≡ 。以降、0 n = 2, 3, · ·
とし、必要ならば、

·
l’Hospita の法則を繰り返し用いる。l

λ ≤ のとき、0 f(x) → 0(x → 1 − 0) , 1/g(x) = (1 − x)−λ → 0(x → 1 − 0) or g(x) = だから1
limx→1−0 f(x)/g(x) = 0.

0 < λ ≤ のとき、1 f ′(x) = 1−n2xn−1+(n2−1)xn → 0(x → 1−0) , 1/g′(x) = −λ−1(1−x)1−λ → 0(x → 1−0)
or 1/g′(x) = −λ− だから1 limx→1−0 f ′(x)/g′(x) = 0.
1 < λ < のとき、2 f ′′(x) = −n2(n − 1)xn−2 + (n2 − 1)nxn−1 → n2 − n(x → 1 − 0) , 1/g′′(x) =
λ−1(1 − λ)(1− x)−λ → 0(x → 1 − より、0) limx→1−0 f ′′(x)/g′′(x) == 0(x → 1 − 0).

λ = のとき、2 f ′′(x) → n2 −n(x → 1− 0) ,1/g′′(x) → 1/2(x → 1− 0 だから) limx→1−0 f ′′(x)/g′′(x) = n2−n
2 .

λ > のとき、2 g′′(x) → 0(x → 1 − 0 まとめると、).

lim
x→1−0

x − nxn + (n − 1)xn+1

(1 − x)λ
=




0 λ < 2,

(n2 − n)/2 λ = 2,

∞ 2 < λn ≥ 2.
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3 f(x,y) = log (1 + xy の) (x,y) = (0, 0 での) Taylo 展開のr 次までの項と、剰余項3 R を求めよ。4

(Hint: 変数関数1 g(t) =
∑3

k=0
g(k)(0)

k! tk + R のとき4 R4 = g(4)(θt)
4! t となること、また２変数関数の4 Tayl の

定理の証明方法を思い出せ

or

略解

)

[7 ：] h(t) = f (tx, ty とおき) の１変数関数としてt Taylo 展開してr

h(t) = h(0) + th′(0) +
t2

2!
h′′(0) +

t3

3!
h′′′(0) +

t4

4!
h(4)(θt) (0 < θ < 1)

ここで

.

h′(t) = xfx(tx, ty) + yfy(tx, ty),

h′′(t) = x(xfxx(tx, ty) + yfyx(tx, ty)) + y(xfxy(tx, ty) + yfyy(tx, ty))

= x2fxx(tx, ty) + 2xyfxy(tx, ty) + y2fyy(tx, ty), et

即ち、

c

h′(t) =
2txy

1 + t2xy
, h′′(t) =

2xy

1 + t2xy
− (2txy)2

(1 + t2xy)−2
=

2xy − 2t2x2y2

(1 + t2xy)−2
, etc

故に （これが２変数関数の

.

Taylo 展開の定義なのだから）r

f(x,y) =f(0, 0) + (xfx(0, 0) + yfy(0, 0)) +
(

1
2!

x2fxx(0, 0) + xyfxy(0, 0) +
1
2!

y2fyy(0, 0)
)

+
(

1
3!

x3fxxx(0, 0) +
1
2!

x2yfxxy(0, 0) +
1
2!

xy2fxyy(0, 0) +
1
3!

y3fyyy(0, 0)
)

+ R4

かつ、

,

x, による数y θ (0 < θ < があって1)

R4 =
∑

j+k=4

1
j!k!

∂4

∂xj∂yk
f(θx,θy)xjyk =

1
4!

x4fxxxx(θx,θy) +
1
3!

x3yfxxxy(θx, θy) +
1
2!

1
2!

x2y2fxxyy(θx,θy)

+
1
3!

xy3fxyyy(θx,θy) +
1
4!

y4fyyyy(θx, θy

となる。ここで

)

fx = y(1 + xy)−1, fy = x(1 + xy)−1,

fxx = −y2(1 + xy)−2, fyx = (1 + xy)−2, fyy = −x2(1 + xy)−2,

fxxx = 2y3(1 + xy)−3, fxxy = 2xy2(1 + xy)−3, fxyy = 2x2y(1 + xy)−3, fyyy = 2x3(1 + xy)−3,

fxxxx = (−1)3!y4(1 + xy)−4, fxxxy = (−1)3!xy3(1 + xy)−4,

fxxyy = (−1)3!x2y2(1 + xy)−4, fxyyy = (−1)3!x3y(1 + xy)−4, fyyyy = (−1)3!x4(1 + xy)−4

だから、

,

f(x, y) = xy + R4 = xy − 4θ4x4y4(1 + θ2xy)−4 (0 < ∃θ < 1). �
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