
微分積分学第一 　 V類T組 期 末試験解答例＋ 講評（ 2005.7.28 +revised 8.30） 井 上淳

講評： 演 習 30点の 平均点は 25点。 こ の た め か 多く の 諸君が 講義 ・ 演 習共に 合格 で あ り 、 不合格 者は 15

％ 程度で あ っ た の で 、 現時点で 追試予定は 無い 。 こ こ に 特に 成績が 良か っ た 諸君の 姓を 記 して 努力を 讃え る ：

ドン ター 、 吉 田、 五十嵐、 濱田、 藤原、 瀧野、 隅 田、 竹田、 向山

諸君の 今回の 講義 ・ 演 習・ 試験に 対す る 感 想を 後学期 の 講義 の 参考に す る つ も り で あ る 。

尚、 試験中に も 質問が 出た 、『 多変数関 数の 臨界点で そ こ で の Hessian が ０で あ る と き 、 そ こ で 極値と な

る か ど う か の 判定』 に つ い て は 、 以 下の 解答例に 詳しく 述べ て お い た 。

後学期 の 講義 の 変更に 注意 !

========================================================

1 [10点] 3
√

28 を 手計算で 小数点以 下 3桁ま で 求 め 、 誤差を 評価せ よ 。（ ヒ ン ト： ポ ケコン Casio fx-4500P

で 計算す る と 3
√

28 = 3.036588972· · · で あ る 。 1/33 + 0.037037, 1/37 + 0.000457 を 用い よ ）

解答例：「 手で 小数点以 下 3桁ま で 求 め る 」 と は 、 f(x) = 3
√

x と して f(28) = 3
√

28 の 値を a = 33 で Taylor

展開し、 剰余項の 小数点以 下第 5桁の 値が 切り 上が ら ない よ う に 与え ら れ た 近似値を 用い て 求 め 、 誤差を 評価

せ よ と い う こ と で あ る 。

3
√

28 = 3
√

27 + 1 = 3 3
√

1 + 3−3 だ か ら 、 g(h) = 3 3
√

1 + h を h = 0 で Taylor展開し、 h = 3−3 の と き の 剰

余項の 小数点以 下第 5桁の 値が 切り 上が ら ない よ う に す る 。 0 < θ < 1 が 存在して

g(h) = g(0) + g′(0)h +
g′′(0)h2

2!
+ · · · + Rn, Rn =

g(n)(θh)hn

n!

と なる か ら 、 Rn を 最大に し

|Rn| < 5 × 10−4 = 0.0005

と なる n を 推測す る 。

g(n)(θh) = 3·1(1− 3·1)· · ·(1 − 3(n − 1))

3n−1
(1 + θh)(1−3n)/3

と 1 + θh ≥ 1、 及 び ヒ ン トの 数値を 用い て
∣

∣

∣

∣

g(2)(θh)h2

2!

∣

∣

∣

∣

≤ 1

36
= 3 × 1

37
+ 3 × 0.000457 = 1.371× 10−3,

∣

∣

∣

∣

g(3)(θh)h3

3!

∣

∣

∣

∣

≤ 5

311
= 1/33 × 1/37 × 5

3
+ 0.0370× 0.000457× 1.667 + 2.82× 10−5

と なる か ら n = 3 で あ る こ と が 分る 。 こ こ で 小数点以 下第 6 位 以 下を 切り 上げ 及 び 切り 下げ て 計算す る と

g(0) = 3 ,

0.03703 < g′(0)h = 1
33 < 0.03704,

−0.00046 < g′′(0)h2

2! = − 1
37 < −0.00045

0.00002 < g(3)(0)h3

3! = 5
312 < 0.00003

で あ り 、

3+0.03703−0.00046+0.00002 = 3.03659 < 3+g′(0)h+
g′′(0)h2

2!
< 3.03662 = 3+0.03704−0.00045+0.00003
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と なる 。 切り 上げ 及 び 切り 下げ の た め 生じ た 誤差は 全体で 3 × 10−5 を 越 え て い ない か ら 、 そ の 影 響を 考慮す

る と 、

3.03659− 00003 = 3.03656 < 3
3
√

1 + 3−3 ≤ 3.03665 = 3.03662 + 00003

と なり 、 3
√

28 は 小数点以 下 3桁ま で は 3.036 で あ り 、 誤差は ±0.0007 で あ る 。 �

配点に つ い て ： い き なり g(0) + g′(0)h + g′′(0)h2

2! に ヒ ン トで 与え た 数値を 代入して 計算し、 そ の 値を

3 + 0.037037− 0.000457 = 3.036580 と し、 上に 与え た 3.036588972· · · と の 比較 で 小数点以 下 3桁ま で に 誤差

無しと した 答案 は 、 こ の 問題の 解答に なっ て い ない こ と に なる 。 しか し、 Taylor展開を 少しは 思い 出した こ と

を 了と し 2点程度を 与え た 。 そ れ に Taylor展開の 剰余項の 表現が あ れ ば 1点を 加え た 。 何項ま で 展開した ら

よ い か の 考察、 与え ら れ た デー タ 1/33 + 0.037037等自身に 誤差が あ る こ と 、 切り 上げ 切り 下げ 誤差へ の 配慮

が あ る と 高得点に なっ た 。

注意 ： 解答時に は ポ ケコン の 携行は 認め て い ない が 、 携帯電話が そ の 機 能を 持っ て い れ ば 使用不可と 言っ

て も 、 つ い 使っ て しま う で あ ろ う し、 使わ せ ない よ う に 監 視す る と い う の も 極め て 非生産的で あ る 。 そ こ で 、

む しろ 数値は 与え て 計算過程に 重点を お く こ と に した 。

注意 ： 最初の 解答例と 少し異 なっ て い る 。 追試ヲ スル 必要ガ生ジレ バ 、 こ の Taylor展開を 用い て 数値を

求 め る も の を 再度出題す る つ も り で あ る 。 よ く 理解して お い て 欲しい 。

2 [10点] 関 数 f(x, y) = x4 + y4 − x2 + xy − y2 の 極値を 求 め よ 。

解答例： f(x, y) の 停留点 (x, y) は fx(x, y) = fy(x, y) = 0 を 満た す の で

4x3 − 2x + y = 0, 4y3 − 2y + x = 0

と なる 。 A, B を 実数と して A = 0, B = 0 ⇐⇒ A + B = 0, A − B = 0 を 用い て

4(x3 + y3) − (x + y) = 0, 4(x3 − y3) − 3(x − y) = 0

と なる 。 こ れ か ら

(x + y)[4(x2 − xy + y2) − 1] = 0, (x − y)[4(x2 + xy + y2) − 3] = 0

で あ り 、 A, B, C, D を 実数と して

AB = 0, CD = 0 ⇐⇒



















A = 0 か つ (C = 0 或 い は D = 0),

或 い は

B = 0 か つ (C = 0 或 い は D = 0),

よ り 、

(i) x − y = 0 か つ [4(x2 − xy + y2) − 1 = 0 或 い は x + y = 0],

(ii) 4(x2 + xy + y2) − 3 = 0 か つ [x + y = 0 或 い は 4(x2 − xy + y2) − 1 = 0]

と なる 。 (i) よ り

(x = y か つ 4x2 = 1) 或 い は (x = y か つ x = −y) =⇒ (0, 0), (±1

2
,±1

2
).

(ii) よ り

4(x2 + xy + y2) − 3 = 0 か つ x = −y =⇒ (±
√

3

2
,∓

√
3

2
) (複号同順),

或 い は

4(x2 + xy + y2) − 3 = 0 か つ 4(x2 − xy + y2) − 1 = 0 よ り x + y = ±1 か つ xy =
1

4
=⇒ x = y = ±1

2
.
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こ れ ら よ り 、 fx = fy = 0なる 点は

(0, 0), (
1

2
,
1

2
), (−1

2
,−1

2
), (

√
3

2
,−

√
3

2
), (−

√
3

2
,

√
3

2
)

と なる 。 一 方

fxx = 12x2 − 2, fxy = 1, fyy = 12y2 − 2

だ か ら

Jf = det

(

fxx fxy

fyx fyy

)

= fxxfyy − f2
xy = 4(6x2 − 1)(6y2 − 1) − 1,

で

fx(0, 0) = −2 < 0, Jf (0, 0) = 3 > 0, fxx(±1

2
,±1

2
) = 1 > 0, Jf (±1

2
,±1

2
) = 0,

fxx(±
√

3

2
,∓

√
3

2
) = 7 > 0, Jf (±

√
3

2
,∓

√
3

2
) > 0, f(±

√
3

2
,∓

√
3

2
) = −9

8

と なる 。 故に 、 f は (0, 0) で 極大値 0, (±
√

3
2 ,∓

√
3

2 ) で 極小値− 9
8 を も つ 。 更に 、 (± 1

2 ,± 1
2 ) は ココマ デノ 計算ダ

ケデハ 極値点カドウ カ判断デキナイ （ 本当に 「 極値点か 判断で き ない 」 か ど う か は 付録に 詳しく 説明す る ）。

3 定積分の 定義 を 用い て 以 下を 計算せ よ 。

(a) lim
n→∞

n
∑

k=1

1

n + k
. (b) lim

n→∞

(1α + 2α + · · · + nα)β+1

(1β + 2β + · · · + nβ)α+1
(α, β > 0).

証明： (a)[4]
∑n

k=1
1

n+k = 1
n

∑n
k=1

1
1+k/n だ か ら Riemann積分の 定義 よ り limn→∞

∑n
k=1

1
n+k →

∫ 1

0
1

1+x =

log (1 + x)
∣

∣

1

x=0
= log 2 と なる 。

(b)[6] 簡 単な計算で

(1α + 2α + · · · + nα)β+1 =

[

nα+1 1

n

{(

1

n

)α

+

(

2

n

)α

+ · · · +
(

n

n

)α}]β+1

= n(α+1)(β+1)

[

1

n

n
∑

k=1

(

k

n

)α]β+1

と なり 、 同様に

(1β + 2β + · · · + nβ)α+1 = n(α+1)(β+1)

[

1

n

n
∑

k=1

(

k

n

)β]α+1

が 求 ま る 。 limn→∞
1
n

∑n
k=1(

k
n )α =

∫ 1

0 xαdx = 1
α+1 だ か ら

lim
n→∞

(1α + 2α + · · · + nα)β+1

(1β + 2β + · · · + nβ)α+1
=

(β + 1)α+1

(α + 1)β+1
.

4 以 下の 不定積分を 求 め よ 。

(i)Im,n =

∫

xm(log x)ndx (m > −1), (ii)Ia,b =

∫

dx
√

(x − a)(b − x)
(a < b).

ヒ ン ト： (i) 漸化式を 考え よ 。 (ii) 変数変換 t =
√

(b − x)/(x − a) を 用い よ
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証明： (i)[5] 部分積分を 用い て

Im,n =

∫
[

xm+1

m + 1

]′
(log x)ndx

=
xm+1

m + 1
(log x)n −

∫

xm+1

m + 1
n(log x)n−1 1

x
dx =

xm+1

m + 1
(log x)n − n

m + 1
Im,n−1

=
xm+1

m + 1
(log x)n − n

m + 1

(

xm+1

m + 1
(log x)n−1 − n − 1

m + 1
Im,n−2

)

=
xm+1

m + 1

[

(log x)n − n

m + 1
(log x)n−1 + (−1)2

n(n − 1)

(m + 1)2
(log x)n−2

]

+ (−1)3
n(n − 1)(n − 2)

(m + 1)3
Im,n−3.

こ れ を 繰り 返し、 Im,0 =
∫

xmdx = xm+1

m+1 を 用い て

Im,n =
xm+1

m + 1

n
∑

k=0

(−1)k n(n − 1)· · ·(n − k + 1)

(m + 1)k
(log x)n−k. �

注意 ： n(n − 1)· · ·(n − k + 1) = n!
(n−k)! を 用い て も 勿論よ い 。 上の 関 数を x で 微分して 、 不定積分の 被積

分関 数が 出て く る か ど う か 確 か め よ 。 以 下の 問題の 答え に つ い て も 調べ よ 。

(ii)[5] 変数変換 t =
√

(b − x)/(x − a) を 用い て 、

x =
b + at2

1 + t2
, x − a =

b − a

1 + t2
,

dx

dt
=

2(a − b)t

(1 + t2)2
,

dx
√

(x − a)(b − x)
=

−2dt

1 + t2

と なる か ら
∫

dx
√

(x − a)(b − x)
=

∫ −2dt

1 + t2
= −2 arctan t = −2 arctan

√

b − x

x − a
. �

5 以 下の 微分方程式を 解け （ 即ち 、 関 数 y = y(x) で 以 下の 微分方程式を 満た す も の を 求 め よ ）：

(i) (1 − y) + (1 − x)
dy

dx
= 0, (ii)

dy

dx
= cos (x − y) − cos (x + y).

証明： (i)[4] dy
dx = − 1−y

1−x と 書き 直して （ 形式的に ）
dy

1−y = − dx
1−x と なる 。 C を 定数と して log |1 − y| +

log |1 − x| = log |(1 − y)(1 − x)| = C と なる か ら 、 |(1 − y)(1 − x)| = eC が 得ら れ る 。 ±eC を C と 書き 直し

て 、 y = 1 − C
1−x と なる 。

(ii)[6] cos (x − y) − cos (x + y) = 2 sinx sin y よ り dy
sin y = 2 sinxdx を 積分す れ ば よ い 。 変数変換 t = tan (y/2)

を 用い る と

cos y =
1 − t2

1 + t2
, sin y =

2t

1 + t2
,

dy

dt
=

2

1 + t2
,

に 注意 す れ ば
∫

dy

sin y
=

∫

1 + t2

2t

2

1 + t2
dt = log |t| = log |tan (y/2)| = −2 cos x + C

だ か ら ±eC を C と 書き 直して

tan (y/2) = Ce−2 cos x, y = 2 arctan Ce−2 cos x. �

注意 ： 見掛け 上は 異 なる が
∫

dy

sin y
=

∫

sin y

1 − cos 2 y
dy =

∫

1

2

[

sin y

1 − cos y
+

sin y

1 + cos y

]

dy
(i)
=

1

2
log

∣

∣

∣

∣

1 − cos y

1 + cos y

∣

∣

∣

∣

=

∫

(sin y)′

sin y
dy +

∫

1 − cos y

sin y
dy =

∫

(sin y)′

sin y
dy +

∫

sin y

1 + cos y
dy

(ii)
= log

∣

∣

∣

∣

sin y

1 + cos y

∣

∣

∣

∣

=

∫

dy

2 sin y/2 cos y/2

(iii)
=

1

2

∫
(

cos y/2

sin y/2
+

sin y/2

cos y/2

)

dy = log |tan (y/2)|

4



を 用い た 答案 も あ っ た 。 (iii)式で は cos 2 y/2 + sin2 y/2 = 1 を 用い た 。 (ii) は 変形す れ ば log |tan (y/2)| と な
る 。 (i) を 用い て 計算す る と y = arccos 1−Ce−4 cos x

1+Ce−4 cos x
と なる 。

注意 ： 倍角の 公式は 、 Euler の 公式を 思い 出せ ば

cos (a + b) + i sin(a + b) = ei(a+b) = eiaeib = (cos a + i sina)(cos b + i sin b)

= cos a cos b − sin a sin b + i(sin a cos b + cos a sin b)

と なる か ら 、 cos (a − b) − cos (a + b) = 2 sina sin b と 求 ま る 。

＝ ＝ ＝ ＝ 付録： 極値点か ど う か の 判断＝ ＝ ＝ ＝

定理 0.1 偏導関 数が 連続な関 数 f(x, y) が 点 (a, b) で 極値に なる と き

fx(a, b) = fy(a, b) = 0

が 成立す る 。 さ ら に 、 (a, b) で f の ２ 階偏導関 数が 連続の と き

Jf (x, y) = J(x, y) = det

(

fxx fyx

fxy fyy

)

= fxxfyy − f2
xy

と して






























J(a, b) > 0 の と き







fxx(a, b) > 0なら ば f は (a, b) で 極小値を と る 、

fxx(a, b) < 0なら ば f は (a, b) で 極大値を と る 、
,

J(a, b) < 0なら ば f は (a, b) で 極値に なら ない 、

J(a, b) = 0なら ば 、 こ こ で 極値に なる か ど う か 一 般に は 判定で き ない 。 �

注意 ： １変数関 数の 場合、 f は 2階連続微分可能と し f ′(a) = 0 と す る 。



















f ′′(a) > 0なら ば f は (a, b) で 極小値を と る 、

f ′′(a) < 0なら ば f は (a, b) で 極大値を と る 、

f ′′(a) = 0なら ば こ こ で 極値に なる か ど う か 一 般に は 判定で き ない 。

しか し、 f は 何回も 連続微分可能と す る と き 、 Taylor展開を 用い れ ば 容易 に 、



























f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2n − 1) か つ f (2n)(a) > 0なら ば f は (a, b) で 極小値を と る 、

f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2n − 1) か つ f (2n)(a) < 0なら ば f は (a, b) で 極大値を と る 、

f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2n) か つ f (2n+1)(a) 6= 0なら ば f は (a, b) で 極値に なる か ど う か

一 般に は 判定で き ない 、

こ と が 分る （ 即ち 、 f ′(a) = 0、 f ′′(a) = 0 で も 判定で き る 場合が あ る ）。 こ の よ う な判定条件を ２ 変数（ 以 上

の ） 一 般の 関 数に 対して ど こ ま で 見通し良い 形で 作る こ と が で き る の か ？ こ れ は 煩雑に なる だ ろ う し、 実は 私

も 書い た も の を 知ら ない 。

注意 2 上の 判定条件は Hesse行列 Jf の 固有値が す べ て 正（ 極小） か 、 す べ て 負（ 極大） か 、 正負取り

混ぜ て あ る が 0 は ない か 、 固有値に 0 を 含 む （ ま だ 判定で き ない ） か 、 の 場合に 分け る こ と に 相当す る 。 こ の

問題の 場合は 、 極値の 候補点 (± 1
2 ,± 1

2 ) で の Hesse行列 Jf の 固有値が 0 を 含 む の で あ る 。 と こ ろ で 、 こ の 問題
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の 関 数は 「 多項式」 で 、

f(a + h, b + k) =f(a, b) + [hfx + kfy] +

[

fxx

2!
h2 +

fxy

1!1!
hk +

fyy

2!
k2

]

+

[

fxxx

3!
h3 +

fxxy

2!1!
h2k +

fxyy

1!2!
h2k +

fyyy

3!
k2

]

+

[

fxxxx

4!
h4 +

fxxxy

3!1!
h3k +

fxxyy

2!2!
h2k2 +

fxyyy

1!3!
hk3 +

fyyyy

4!
k4

]

=f(a, b) + g(a, b; h, k)

と なる 1。 こ こ で fx = fx(a, b), etc, と 省略して い る 。

g(0, 0; h, k) = −h2 + hk − k2 + (h4 + k4) ≤ 0 (
√

h2 + k2 が 十分小),

g(±
√

3/2,∓
√

3/2; h, k) = 7h2 + 2hk + 7k2 + (h4 + k4) ≥ 0 (
√

h2 + k2 が 十分小),

g(±1/2,±1/2; h, k) =
(h + k)2

2
± (h3 + k3) + (h4 + k4)







≥ 0 (h 6= −k で
√

h2 + k2 が 十分小),

≥ 0 (h = −k で も h3 + k3 = 0 だ か ら ).

こ れ よ り 極値点の 定義 か ら 、 f は (0, 0) で 極大、 (±
√

3/2,∓
√

3/2) で 極小、 ま た 、 (±1/2,±1/2)で も 極小で あ る 。

こ こ で 、 上の 定理の 『 J(a, b) < 0なら ば f は (a, b) で 極値に なら ない 』 の 証明2を して お こ う 。

α = fxx(a, b), β = fyy(a, b), γ = fxy(a, b)

と お き 、 γ2 − αβ > 0 と す る 。 k 6= 0 と し h/k = m を 一 定に して
√

h2 + k2 → 0 と す る と 、 α > 0なら ば

k2(αm2 + 2γm + β)



















> 0 (m <
γ−

√
γ2−αβ

α or m >
γ+

√
γ2−αβ

α ),

= 0 (m =
γ±

√
γ2−αβ

α ),

< 0 (
γ−

√
γ2−αβ

α < m <
γ+

√
γ2−αβ

α ).

α < 0 の と き も 同様の 考察が で き る 。 ま た α = 0 の と き は 一 次式だ か ら 正負の 値を 取る 。 故に 、

fxx(a, b)h2 + 2fxy(a, b)hk + fyy(a, b)k2

は 正負の 値を 取る の で 、 f は (a, b) で 極値と は なり 得ない 。

1
x
4 + y

4
− x

2 + xy − y
2 は ど ん な変数に 関 して も 5 回以 上微分す れ ば 0 と なる こ と を 用い て い る

2勿論、 多項式だ け で なく 、 一 般の 2 変数関 数に 対して 成立す る
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