
多次元Rieman 積分の定義と性質（解析概論n 　追補）井上淳II

多次元1 Rieman 積分n

1. 多次元1 Rieman 積分の定義と性質

定義

n

1.1.1 次元有界閉区間とはn I = [a1, b1]× · · · × [an, bn なるものをいう。その内部は]
◦
I = (a1, b1)× · · · ×

(an, bn であり、有界開区間という。)

次元有界閉区間n

I = [a1, b1] × · · · × [an, bn] = {x = (x1, x2, · · ·, xn) | ai ≤ xi ≤ bi (1 ≤ i ≤ n)

に対してその体積を

}

|I | =
n∏

i=1

(bi − ai

直径を

),

d(I) = supx,y∈I |x − y と定める| 。

定義

1

1.1.2 次元有界閉区間n の分割I とは、その∆ 個の辺n [ai, bi の分割] ∆ を合わせたものをいう。i ∆ に

より
i

[ai, bi が] mi + 個の分点で1 個の小区間の合併となるとすれば、mi により∆ は（内点を共有しない）I∏n
i=1 mi = 個のm 次元有界閉区間の合併になる。このn 個の小区間に適当な順序で番号をつけ、それをm I

とすると、
k

|I | =
∑

|Ik| (1

となる。

)

I の直径をk d(Ik とするとき)
d(∆) = max d(Ik

を分割

)

の幅∆ (mesh という。) の分割全体の集合をI D = D(I と記す。

演習問題：

)

(1 を) に関する帰納法で示せ。

定義

n

1.1.3 次元有界閉区間n 上で定義された実数値関数I が与えられているとする。f の任意の分割I に

対し、

∆
によって定まる各小閉区間∆ I の中に目印点k ξ を任意に取りk

s(f ; ∆;Ξ) =
∑

k∈K(∆)

f(ξk)|Ik

と定め、これを

|

のf に関する∆ Rieman 和という。ここで、n K(∆ は分割) の小閉区間の添字の集合∆ {k を
表す。もしある実数

}
が存在してJ I の目印点k ξ によらずk

lim
d(∆)→0

s(f ; ∆;Ξ) = J, Ξ = {ξk} (2

となるとき、

)

はf 上でI 可積分であるといい、R をJ のf 上でのI Rieman 積分（値）といいn

J =
∫

I

f =
∫

I

f(x)dx =
∫

· · ·
∫

I

f(x1, · · ·, xn)dx1· · ·dx

等と書き表わす。また、

n

次元有界閉区間n 上でI 可積分な実数値関数全体をR R(I で表示する。)

当然の疑問1 |
◦
I| = |I| については後で説明する?
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注意：(2 は任意の) ε > に対してある0 δ > があって、0 d(∆) < を満たす任意の分割δ ∆ ∈ 及び任意の目印

点

D
Ξ = {ξk に対し} ∣∣s(f ; ∆;Ξ) − J

∣∣ <

となることである。

注意：ここで『有界閉区間上で

ε

可積分な関数は有界関数である』を１次元の場合に念のために説明しておこ

う（多次元でも全く同様）：

R

がf I = [a, b 上で] 可積分とする。ある数R （＝積分値）があってJ ε = として、ある1 δ >

があって分割

0
∆ : a = x0 < x1 < · · · < xm = がb d(∆) < を満たすならばδ

|S(f ;∆; Ξ) − J | < 1 S(f ; ∆;Ξ) =
m∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1

となる。ここで目印点

)

Ξ = {ξj は} ξj ∈ [xj−1, xj なる限り任意に取れたので、] ξj = xj (j =
2, 3, · · ·,m と固定すると、)

|f(ξ1)(x1 − x0) +
m∑

j=2

f(xj)(xj − xj−1) − J | <

となる。即ち、

1

J − 1−
m∑

j=2

f(xj)(xj − xj−1) < f(ξ1)(x1 − x0) < J + 1 −
m∑

j=2

f(xj )(xj − xj−1

であり、任意の

)

ξ1 ∈ [x0, x1 に対して]

(x1 − x0)−1

[
J − 1 −

∫ b

x1

f(x)dx

]
≤ f(ξ1) ≤ (x1 − x0)−1

[
J + 1 −

∫ b

x1

f(x)d

より

x

]

はf [x0, x1 上で有界であることになる。これを各小区間で繰り返せば良い。]

定理

�

1.1.1 積分の性質( ) (1) R(I は実ベクトル空間で、) 上のI 積分はR R(I から) への線形写像である。R

(2) f, g ∈ R(I), f(x) ≥ g(x) (∀x ∈ I) =⇒
∫
I
f ≥

∫
I
g

問：

.

で(2) f(x) ≥ g(x) (∀x ∈ I と仮定しているが、本当に任意の) x ∈ でI f(x) ≥ g(x なることは必要なのだ
ろうか？

定理

)

1.1.2 積分の第一平均値定理( 有界可積分関数) f : I → のR における上限をI M 下限を, とすると、

ある数

m

µ (m ≤ µ ≤ M があって) ∫
I

f = µ|I

となる。特に、

|

がf 上連続ならば、I ξ ∈ があってI f(ξ) = となる。

定理

µ

1.1.3 積分の平行移動不変性( 任意に) c ∈ R をとり固定し、n R の平行移動n Tc : Rn � x → x + c ∈ R

を定める。このとき

n

,
(1 有界閉区間) の体積I |I は平行移動| で不変である。即ち、Tc |I + c| = |I |.
(2 関数) がf I + 上でc 可積分とすると、R f ◦ はTc 上でI 可積分でR∫

I+c

f =
∫

I

f ◦ T

が成り立つ。

c
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上の３つの定理は積分の定義に戻って考えれば明らかなので証明は省略する。

３つめの「積分の平行移動不変性」は極めて重要な性質で、一般に無限次元空間ではこのような良い性質

をもつ『体積』は恒等的にゼロとなるもの以外には無い、という困った事になっている。これについては、後

にもう少し説明して測度論への橋渡しをしたいと考えている。

1. 累次積分2

変数の積分計算は、置換積分とか部分積分を用いて幾つかの（不定積分に関する）「基本公式」に帰

着させる。では多変数の場合はどうするのか？それが多重積分の累次積分への変換によってなされる。即ち、

1

I = [a, b]× [c, d] ⊂ R 上の2 可積分関数R の積分はf∫
I

f(x)dx =
∫ b

a

{ ∫ d

c

f(x,y)dy

}
d

と、次元が低い積分に帰着させて実行される。

以下では、より一般の状況で考察する。

x

n = p + となる整数q p, q ≥ をとり、1 次元有界閉区間n I =

[a1, b1] × · · · × [an, bn 上の積分を、] 次元有界閉区間p J = [a1, b1] × · · · × [ap, bp と] 次元有界閉区間q K =
[ap+1, bp+1] × · · · × [an, bn の上の積分に分解する事を考える。区間の体積は]

|I | = |J | |K | (3

となることは明らかであろう。記号として

)

z = (z1, · · ·, zn) ∈ Rn, x = (z1, · · ·, zp) ∈ Rp, y = (zp+1, · · ·, zn) ∈ Rq, z = (x,y

を用いる。

)

の分割I は∆ J, の分割K ∆′, ∆′ を与え、逆に′ J, の分割K ∆′,∆′ に対し、それらの分点をあわ

せれば

′

I = J × の分割K 、∆ ∆ = ∆′ × ∆′ が定まる。この場合、各′ k ∈ K(∆ に対して) Ik = Jl × Km, l ∈
K(∆′), m ∈ K(∆′′ なる形になるから、) k = (l,m と書けば)

K(∆) = K(∆′) × K(∆′′

となる。

定理

)

1.2. 有界関数1 f : I = J × K → がR

(a) はf 上I 可積分R ,
(b 各) x ∈ を固定するとき、J の関数y fx : K � y → fx(y) = f(x,y は) 上K 可積分とする。

このとき

R

F (x) =
∫

K

f(x,y)d はy 上J 可積分でR

∫
I

f(z)dz =
∫

J

{ ∫
K

f(x,y)dy

}
dx. (4

証明：

)

の任意の分割I ∆ = ∆′ × ∆′ をとり、小区間′ Ik = Jl × Km, l ∈ K(∆′), m ∈ K(∆′′ 上での) の上

限と下限を

f

Mk, とすると、任意のmk zk = (xk , yk) ∈ I に対してk

mk ≤ f(xk, yk) ≤ M

が成り立つ。

k

(b より) fx : y → f(x, y は) K 上でm 可積分だからR

mk |Km| ≤
∫

Km

f(x,y)dy ≤ Mk|Km| (∀x ∈ Jl)
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が成立する。この式でm ∈ K(∆′′ について加えあわせると)

∑
m∈K(∆′′)

mk|Km| ≤
∑

m∈K(∆′′)

∫
Km

f(x, y)dy = F (x) ≤
∑

m∈K(∆′′)

Mk|Km

となる。任意の

|

ξl ∈ J をとり、上式でl x = ξ とおき、l |J を掛けl| l ∈ K(∆′ に関して足し合わす。) |Ik| = |Jl| |Km

に注意すれば

|

s∆(f) =
∑

k∈K(∆)

mk|Ik| ≤ s(F ;∆′; Ξ) ≤
∑

k∈K(∆)

Mk|Ik| = S∆(f

が得られる。仮定

)

(a より) d(∆) → とすると、上の不等式の両端は共に0
∫

I
に収束する。f d(∆) → は0

d(∆′) → かつ0 d(∆′′) → と同値だから0

lim
d(∆′)→0

s(F ; ∆′; Ξ) =
∫

I

f(z)d

が得られる。これは

z

F (x) =
∫

K

f(x,y)d がy 上J 可積分なることを示す。これよりR (4 が成立する。)

系

�

1.2. 有界関数1 f : I = J × K → が定理R 1.2. の条件1 (a), (b 及び)
(c 各) y ∈ を固定するとき、K の関数x fy : J � x → fy(x) = f(x, y は) 上J 可積分とする。

このとき、次の等式が成立する：

R

∫
I

f(z)dz =
∫

J

{ ∫
K

f(x, y)dy

}
dx =

∫
K

{ ∫
J

f(x,y)dx

}
dy. (5

定理

)

1.2. 有界関数2 f : I = J×K → がR I = [a1, b1]×· · ·× [an, bn 上で] 可積分で、任意のR k ∈ {1, 2, · · ·, n
に対し次の

}
(Pk を満たすとする：)

(Pk) : [a1, b1] × · · · × [ak, bk] = の任意の点Jk (x1, · · ·, xk を固定するときの関数) fx1,···,xk : (xk+1, · · ·, xn) →
f(x1, · · ·, xn は) Kk = [ak+1, bk+1] × [an, bn 上] 可積分とする。

このとき

R

∫
I

f =
∫ b1

a1

{ ∫ b2

a2

{
· · ·

{ ∫ bn

an

f(x1, · · ·, xn)dxn

}
· · ·

}
dx2

}
dx1

証明：上の定理

.

1.2. を用い、1 に関する帰納法で示す。n

定理

�

1.2.3 次元有界閉区間n I = [a1, b1] × · · · × [an, bn を] 次元有界閉区間p とJ 次元有界閉区間q とにK

I = J × と直積分解し、K の元I をz z = (x,y) (x ∈ J, y ∈ K と表示する。)
がf 上連続とすると、I は定理f 1.2. の条件1 (a), (b 及び定理の系) 1.2. の条件1 (c を満たす。

証明：これの証明は既に説明した定理を用いれば易しいので省略する。

)

演習問題：以下の重積分の値を求めよ。

�

(a)
∫∫

D

x

y2
dxdy, D = {(x,y) ∈ R2 | 1 ≤ y ≤ x2, 2 ≤ x ≤ 4},

(b)
∫∫

D

x2ydxdy, D = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ sinx}

演習問題：以下の積分の順序を変更せよ。

.

(a)
∫ 4

0

dx

∫ 2
√

x

x

f(x, y)dy, (b)
∫ π/2

0

dθ

∫ a cos θ

0

f(r, θ)dr.
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1.3 可積分関数のR Lebesgu による特徴付け

この内容は「１次元

e

H 積分」で説明したので省略する。K

1. 有界集合上の積分

定義

4

1.4.1 R の有界集合n に対し有界閉区間A をI A ⊂ なるように取り、I 上の関数A を拡張してf f̃ : Rn →
を以下のように定める：

R

f̃(x) =


f(x), x ∈ A,

0, x 
∈ A

この

.

˜がf 上でI 可積分のとき、R はf 上でA 可積分といいR 2

∫
A

f =
∫

I

˜

によって、

f

のf 上の積分A

∫
A

を定義する。

命題

f

1.4.1 のf におけるA 可積分性及びその積分値R
∫

A

は、定義に用いたf A ⊂ なるI の取り方によら

ない。

証明：

I

(a) A ⊂ I ⊂ I となる２つの有界閉区間′ I, I をとる。′ ˜がf I で′ 可積分ならば、R ˜はf でもI 可

積分である

R
。逆に、3 ˜がf でI 可積分ならば、R I でも′ 可積分である（実際、R I の分割′ で、ある∆ k ∈ K(∆

に対し

)

I ′
k = となるものをとれば、I j ∈ K(∆), j 
= のときk

◦
I′ 上でj f̃ = だから、0 ˜はf I′ 上でj 可積分だか

らである）。このとき、

R∫
I′

j
f = 0 (j 
= k だから、有界閉区間に関する加法定理より)

∫
I′

f̃ =
∑

i∈K(∆)

∫
I′i

f̃ =
∫

I

˜

となる。

f

(b) A ⊂ I ⊂ I となる任意の２つの有界閉区間1 I, I に対して1 I, I1 ⊂ I なる有界閉区間′ I をとって′ (a の議
論を用いる。すると、『

)
˜がf でI 可積分R ⇐⇒ ˜がf I で′ 可積分R ⇐⇒ ˜がf I で1 可積分』となり、R∫

I

f̃ =
∫

I′
f̃ =

∫
I1

f̃ .

定義

�

1.4.2 の特性関数A χ がA 上でI 可積分のとき、集合R を体積確定（或いはA Jorda 可測）であると

いい、

n

|A| =
∫

I

χA(x)d

を

x

の（A 次元）体積と言う。n 次元体積を面積、2 次元体積を長さという。

● 面積確定しない集合

1

:A = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] | x, は有理数y とおく。どんな数も有理数で近似出

来ることから

}
0 = A < A = なることが分かる。即ち、1 は面積確定しない集合である。A

以下で2 の取り方によらずI well-defi なことを示すned
これはどう示されたか？3

5



命題 1.4.2 R の有界集合n に対し有界閉区間A をI A ⊂ なるように取る。I 上の関数A を拡張してf f̃ : I →
とするとき、

R

(1) はf 上でA 可積分R ⇐⇒f̃χ はA 上でI 可積分R ,
(2) がf 上A 可積分ならば、R B ⊂ となる任意の体積確定集合A に対してB のf への制限はB 上B 可積

分である、

R

(3) B ⊂ でA がf 上B に等しければ、『0 はf 上でA 可積分R ⇐⇒ はf A \ 上でB 可積分』で、このときR∫
A

f =
∫

A\B

となる。

証明：

f

(1) f̃(x) = f̃(x)χA(x なることを用いれば明らか。)
(2) がf 上A 可積分ならば、R ˜はf 上I 可積分。R は体積確定だから、B χ はB 上I 可積分、２つのR 可

積分な関数の積もまた

R

可積分だから、R f̃χB = (̃f
∣∣
B

)χ もB 上I 可積分、故にR (1 より) はf 上でB 可積

分となる。

R

(3) はf 上B だから0 f̃ = ˜(f
∣∣
A\B

が従う。これより結論が導かれる。)

定理

�

1.4.1 をA R の有界集合とする。n

(1［線形性］) 上A 可積分な実数値関数全体をR R(A とすると、これは実ベクトル空間をなし、写像) f →
∫

A

は

f

R(A 上の線形写像である。)

(2 ［単調性］) f ≤ ならばg

∫
A

f ≤
∫

A

であり、特に、共に体積確定なg A ⊂ に対してB |A| ≤ |B である。|

(3 ［平行移動不変性］) がf A + 上c 可積分ならば、R f ◦ はTc 上A 可積分でR
∫

A+c

f =
∫

A

f ◦ となる。

特に、

Tc

が体積確定ならば、A A + もそうでありc |A + c| = |A が成り立つ。|
(4 ［三角不等式］) がf 上A 可積分ならば、R |f も| 上A 可積分でR |

∫
A

f | ≤
∫

A

|f となる。|
(5 ［積の) 可積分性］R f, が有界なg R(A の元のとき、) fg ∈ R(A である。)
(6 ［第一平均値の定理］) が体積確定で、A m ≤ f ≤ ならば、M µ ∈ [m,M があって]

∫
A

f = µ|A となる。

証明：これは易しいので、各自補っておいて欲しい。

命題

|

1.4. 任意の有界関数3 は体積f の集合0 上でA 可積分でR
∫

A

f = となる。

証明：

0

は有界だから、f |f (x)| ≤ C (∀x ∈ A なる定数) が存在する。C を含むA の任意の分割I と∆
Ik (k ∈ K(∆ の目印点)) ξ に対して、k f̃(ξk) = f̃(ξk)χA(ξk だから)

|s(f̃ ;∆;Ξ)| =
∣∣ ∑

k∈K(∆)

f̃(ξk)χA(ξk)|Ik|
∣∣ ≤ C

∑
k∈K(∆)

χA(ξk)|Ik|

= Cs(χA; ∆;Ξ) → C

∫
A

1 = C |A| (d(∆) → 0

となる。故に、

)

˜はf 上でI 可積分、R はf 上でA 可積分で、R
∫

A

f =
∫

I

f̃ = 0.

定理

�

1.4.2 積分範囲に関する加法性( ) A, は共にB R の有界集合でn |A ∩ B| = とし、0 f : A ∪ B → は有

界関数とする。

R

(a) がf 及びA 上でB 可積分ならば、R A ∪ 上でもB 可積分で以下が成り立つ：R∫
A∪B

f =
∫

A

f +
∫

B

f (6)

(b 逆に) がf A∪ 上でB 可積分で、R A, が体積確定ならば、B はf 及びA 上でB 可積分でR (6 が成立する。)
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証明：A ∪B ⊂ なる有界閉区間I をとり、I A∪ の外ではB として0 をf ˜に拡張する。f |A ∩B| = だ

から、命題

0
? より? ∫

I

f̃χA∩B =
∫

A∩B

f = 0.

(a) がf 、A 上でB 可積分より、R f̃χ 、A f̃χ はB 上でI 可積分である。R ˜を関係式f

χA∪B = χA + χB − χA∩

に掛けると、積分の線形性より、

B

f̃χA∪ はB 上でI 可積分となる。つまり、R はf A ∪ 上でB 可積分でR∫
A∪B

f =
∫

I

f̃χA∪B =
∫

I

f̃χA +
∫

I

f̃χB −
∫

I

f̃χA∩B =
∫

A

f +
∫

B

f.

(b) 、A は体積確定だから、B がf A∪ 上でB 可積分ならば、R はf 、A 上でB 可積分である。これとR (a
より

)
(6 が成立する。)

注意：「関係式

�

f̃ = f̃χ は当たり前で何故A χ をわざわざ掛けるのか考え込んでしまった」という質

問があった。それは、この講義録には書いてある証明を講義では略したからであろう。
A

(a において関係式)

χA∪B = χA+χB−χA∩ にB
˜を掛けてf (6 を導いたが、そのとき左辺の)

∫
A∪B

f =
∫

I

f̃χA∪ とかB

∫
A

f =
∫

I

f̃χ

で有効に用いられていると考えられないだろうか？

定理

A

1.4.3 体積の有限加法性( ) (1) A, がB R の有界な体積確定集合ならば、n A ∪ 、B A ∩ 、B A \ も体積

確定で以下が成り立つ：

B

|A ∪ B| + |A ∩ B| = |A| + |B| (7)

|A \ B| = |A| − |A ∩ B| (8)

(2) Rn ⊃ A1, A2, · · ·, A が有限個の体積確定集合ならば、m A =
⋃m

i=1 A は体積確定であり、i

|
m⋃

i=1

Ai| =
m∑

i=1

|Ai| −
m−1∑
i=1

| ∪i
k=1 Ak ∩ Ai+1|. (9)

(3 有限個の体積確定集合) A1, A2, · · ·, A に対しm

|Ai ∩ Aj| = 0 (i 
= j) =⇒ |
m⋃

i=1

Ai| =
m∑

i=1

|Ai|. (10

更に、このとき有界関数

)

がf 上A 可積分ならば、R は各f A 上でi 可積分で、R

∫
A

f =
m∑

i=1

∫
Ai

f. (11

演習問題：これを証明せよ（ヒント：

)

χAχB = χA∩B , χA\B = χA − χA∩ ）。

系

B

1.4. 有限個の体積確定集合1 A1, A2, · · ·, A に対し

［体積の有限劣加法性

m

］ |
m⋃

i=1

Ai| ≤
m∑

i=1

|Ai|, (12

また

)

|Ai| = 0 =⇒ | ∪m
i=1 Ai| = 0

が従う。

,
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系 1.4.2 を体積確定な有界集合とし、A f, を有界関数でg B = {x ∈ A | f(x) 
= g が(x)} |B| = とすると、0
とf は同時にg 上でA 可積分でR ∫

A

f =
∫

A

g =
∫

A\B

f =
∫

A\B

g.

f, がg 上A 可積分なることと、それらがR A \ 上B 可積分なることは同値である。

演習問題：

R

(1 有界閉区間) I = [a1, ba] × · · · × [an, bn の体積は] |I | =
∏m

j=1(bj − aj である。)
(2) a を定数とするとき、超平面k Hk = {x = (x1, · · ·, xn) | xk = ak に含まれる有界集合} のA 次元体積はn

である。

0

(3 有界開区間) I = (a1, ba) × · · · × (an, bn の体積は) |I | =
∏m

j=1(bj − aj である。)

広義2 Rieman 積分n

2. １次元広義1 Rieman 積分

有界閉区間上の有界関数の

n

積分可能性から、２つの有界性の制限を取ることを考える。R

2.1. 広義積分（有界区間での非有界関数の積分）

命題

1

2.1. 半開区間1 (a, b で] f , は連続で、g 0 ≤ f(x) ≤ g とする。広義積分(x)
∫ b

a

g(x)d が収束すればx∫ b

a

f(x)d も収束する。x

2.1. 広義積分（非有界区間での積分）

定義

2

2.1.1 f が無限区間(x) [a,∞ で定義されていて、任意の) b (b > a に対して積分)
∫ b

a

f(x)d （これは有

界閉区間上の広義

x

積分でもよい）が存在するとする。このとき、有限な極限R lim
b→∞

∫ b

a

f(x)d が存在すると

き、

x

f は(x) [a, で（広義）∞) 積分可能であるといい、この極限値をR
∫ ∞

a

f(x)d と記す。

命題

x

2.1.2 上の半開区間R I = [a, b) (b ≤ 上で定義された実数値関数∞) が、任意のf t ∈ に対し有界閉区

間

I

[a, t 上では有界で] 可積分なるものとする。この時、以下は同値である：R

1. lim
t→b

∫ t

a

f(x)d が存在する。x

2 任意の. ε > に対し0 c ∈ があってI c < v < u < ならばb

∣∣∣∣
∫ u

v

f(x)dx

∣∣∣∣ < となる。

更に、

命題

ε

2.1.3 上の半開区間R I = [a, b) (b ≤ 上で定義された実数値関数∞) f, が、任意のg t ∈ に対し有界閉

区間

I

[a, t 上では有界で] 可積分なるものとする。この時、以下が成立する。R

8



1. J = lim
t→b

∫ t

a

|f(x)|d が存在すればx I = lim
t→b

∫ t

a

f(x)d も存在し、x |I | ≤ となる。J

2. に対しあるf があって、g (a) |f(x)| ≤ g(x) (∀x ∈ I 、) (b) lim
t→b

∫ t

a

g(x)d が存在する、とな

るならば、

x

I = lim
t→b

∫ t

a

|f(x)|d も存在し、x lim
t→b

∫ t

a

|f(x)|dx ≤ lim
t→b

∫ t

a

g(x)d である。

定理

x

2.1. 関数1 f : I = [a, b) → が、任意のR t ∈ に対しI [a, t 上、] 可積分であり、以下の条件のいずれか

を満たせば、極限

R

lim
t→b

∫ t

a

|f(x)|d が存在する。x

1. b = + で、∞ f(x) = 0(xα) (x → 、∞) α < − となる。1
2. b ∈ で、R f(x) = 0((b − x)β) (x → b − 、0) β > − となる。1

2.1. 広義3 積分（非有界区間、非有界関数の積分）

例１：典型例として

R

∫ ∞

0

sin x

x
dx(=

π

2
が収束することを示そう。その収束値については後で計算法を述べる。

)

積分が収束すること[ ：] x → のとき0 sin x/x → であるから1 x = は積分の特異点ではない。0 0 < a <

とすると、部分積分して

b

∣∣∣∣
∫ b

0

sin x

x
dx −

∫ a

0

sin x

x
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a

sin x

x
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
[
−cos x

x

]b

a

−
∫ b

a

cos x

x2
dx

∣∣∣∣ ≤ 1
a

+
1
b

+
∫ b

a

1
x2

dx =
2

となる。故に

a

lim
a→∞

∫ a

0

sin x

x
d が存在する。

注意：

x

∫ nπ

0

∣∣∣∣ sin x

x

∣∣∣∣dx =
n∑

k=1

∫ kπ

(k−1)π

∣∣∣∣ sin x

x

∣∣∣∣dx >

n∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

|sin x|
kπ

dx =
2
π

n∑
k=1

1
k

これより、

.

∫ ∞

0

∣∣ sin x

x

∣∣d は発散する。故に、x f ( が広義積分可能でもx) |f は広義積分可能とは限らない。

例２：

(x)|

Gamm 関数の導入。積分a

Γ(s) =
∫ ∞

0

e−xxs−1d

は任意の

x

s (s > 0 に対して存在し、次の性質が成立する：)

Γ(s + 1) = sΓ(s) (s > 0), Γ(n) = n! (n ∈ N

注意（絶対収束）：

).

f(x が広義積分可能でも) |f(x) は広義積分可能とは限らない。そこで、

定義

|

2.1.2 |f がある区間で広義積分可能であるとき、(x)| f は絶対可積であるといい、(x) f(x の広義積分は
絶対収束するという。収束しているが、絶対収束でない広義積分は条件収束するという。

例：広義

)

積分R
∫ ∞

0

sin x

x
d は条件収束である。

比較：級数

x

∑∞
n=1 a が条件収束するか、絶対収束するかという概念を思い出そう。例えば、n

∑∞
n=1(−1)n/

は条件収束級数であって絶対収束級数ではない。

n

9



2. 多次元広義2 Rieman 積分n

2.2. 被積分関数が有界でない場合

定義

1

2.2. 面積を持つ有界集合1 上の関数D を考える。まずは、f は連続で正値とする。f が閉集合でな

ければ

D

は必ずしも有界ではない。f に含まれる任意の、面積を持つ閉集合D ではK は有界であり積分f

I(K) =
∫∫

K

f(x, y)dxd が定まる。y がK に含まれる面積を持つ閉集合をすべて動く時、D I(K が有界の時、)

はf 上D 可積分であるという。これの上限をR のf 上のD 積分といいR∫∫
D

f(x,y)dxdy = sup
K

I(K

と表す。

注意：

)

が負値の場合はf − を考えれば同様に定義される。また、任意の連続関数f に対しては、f

f = f+ − f−, f+(x, y) = max{f(x, y), 0}, f−(x,y) = max{−f(x, y),0} = min{f(x,y), 0

と分解し、集合

}

D+ = {(x, y) ∈ D | f(x,y) ≥ 0}, D− = {(x,y) ∈ D | f(x,y) ≤

が面積を持つことを示し、

0}

∫∫
D

f(x,y)dxdy =
∫∫

D+

f(x,y)dxdy −
∫∫

D−

f(x,y)dxd

と定義する。

質問：「集合

y

D や+ D が面積を持つことを示し」とあるが、では体積確定であるかと言う質問があった。

これらは有界集合ではあるのだから、これらが体積確定であるかどうかは、その境界の体積が０であるかどう

かで定まる。また、面積確定な有界集合の相対的閉集合は面積確定であるのか？という問題になる。

例：領域を

−

D = {(x,y) | 0 ≤ y < x ≤ 1}(0 < α < 1 と定める時、)
∫∫

D

dxdy

(x − y)α
=

1
(1 − α)(2 − α)

（証）

.

Dn = {(x,y) | 0 ≤ y ≤ x − 1
n , 1

n ≤ x ≤ 1 とおく。}

In =
∫∫

Dn

dxdy

(x − y)α
=

∫ 1

1/n

[ ∫ x−1/n

0

(x − y)−αdy

]
dx =

∫ 1

1/n

[
(x − y)1−α

α − 1

]x−1/n

0

dx

=
∫ 1

1/n

x1−α − (1/n)1−α

1 − α
dx =

1
1 − α

{
1 − (1/n)2−α

2 − α
−

(
1
n

)1−α(
1 − 1

n

)}

故に、

,

limn→∞ In = 1
(1−α)(2−α) . �

2.2. 積分領域が有界でない場合

定義

2

2.2.2 ( 平面の点の集合i) が有界でない場合、原点を中心とする一辺の長さD の正方形とs の共通部

分を

D

D(s とし、各) D( は面積を持つとする。s) をf 上の連続関数でD f(x,y) ≥ とする。0 が各f D 上で(s)
可積分であり、R が正の実数を動く時、積分の値s I(s) =

∫∫
D(s) f(x, y)dxd が有界のとき、y はf 上でD 可

積分であると言う。

R
sups I(s) = lims→∞ I(s を) のf 上の積分と言いD

∫∫
D f(x,y)dxd と書く。y

(ii 平面の点の集合) の定義関数D χD(x,y が) 上D 可積分のとき、R は（有限な）面積を持つという。D∫∫
D

χDdxd をy の面積と言ってD |D と書く。|

10



注意：上とは見かけが少し異なる定義を述べよう。

定義 2.2. 必ずしも有界ではない平面上の点集合3 に対し、D の近似列D {Kn}∞n= を次のように定義する。1

(i) K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ D.

(ii 各) K は有界閉集合である。n

(iii) 内の任意の有界閉集合D に対し、あるK があってn K ⊂ Kn

定義

.

2.2.4 は近似列を持つとする。D はf 上の関数で、D に含まれる任意の有界閉集合上で積分可能とす

る（

D

はf 上で局所D 可積分という）。R

の任意の近似列D {Kn に対して、有限な極限値} J = lim
n→∞

∫∫
Kn

fdxd が存在するとき、y はf 上で広

義

D

積分可能（広義R 可積）といい、この値をR J =
∫∫

D

fdxd と書く。

問：

y

の値は近似列J {Kn の取り方によらないことを示せ。

問：

}

0 < a < のときb ∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = log a− log

を示せ。（ヒント：

b

∫ b

a

e−xydy =
e−ax − e−bx

）

解答：

x

D = {(x, y) | 0 ≤ x < ∞, a ≤ y ≤ b とおき、重積分}
∫∫

D

e−xydxd を考える。次式y∫ b

a

( ∫ ∞

0

e−xydx

)
d から分かるようにこれは積分可能だから、y Fubin 定理により所期の結果が得られる。i

∫ ∞

0

( ∫ b

a

e−xydy

)
=

∫∫
D

e−xydxdy =
∫ b

a

(∫ ∞

0

e−xydx

)
dy

=
∫ b

a

1
y
dy = log a− log b.

例：

�

∫∫
0≤x,y

dxdy

1 + (x + y
は

)α
α > のとき収束、2 α ≤ のとき発散する。

（証）

2

Dn = {(x,y) | 0 ≤ x,0 ≤ y, x + y ≤ n と定めると、} Dn+1 \D において、n n < x + y ≤ n + で

あり、

1

Dn+1 \ D の面積はn n + 1/ である。故に、2

n + 1/2
1 + (1 + n)α

<

∫
Dn+1\Dn

dxdy

1 + (x + y)α
<

n + 1/2
1 + n

これから、

α

N∑
n=0

n + 1/2
1 + (1 + n)α

<

∫
DN+1

dxdy

1 + (x + y)α
<

N∑
n=0

n + 1/2
1 + n

級数

α

∑∞
n=0

n+1/2
1+(1+n)

、α

∑∞
n=0

n+1/2
1+n

の収束、発散は級数α

∑∞
n=0

1
1+nα− のそれと同時である。1

● 例：

�∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
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積分値の求め方 ：関数1

g(x) =




(
x
2

)−1 −
(
sinx

2

)−1 0 < x ≤ π,

0 x =

が

0

[0, π で連続であること及び] lim
n→∞

∫ π

0

g(x)sin
(

2n + 1
2

x

)
dx = （0 Riemann-Lebesgu の定理）を用いてe

∫ ∞

0

sin x

x
dx = lim

n→∞

∫ (2n+1)π/2

0

sin x

x
dx = lim

n→∞

∫ π

0

sin 2n+1
2 t

2sin t
2

dt

= lim
n→∞

∫ π

0

(
1
2

+ cos t + cos 2t + · · · + cos nt

)
dt =

π

2

積分値の求め方

.

2 収束因子を用いる方法( ：)

F (t) =
∫ ∞

0

e−tx sin x

x
d

と定義でき、微分もできて

x

F ′(t) = − 1
1 + t2

(t > 0), lim
t→∞

F (t) =

となる。これより

0

F (t) =
π

2
− arctan t (t >

であり、

0)

∫ ∞

0

sin x

x
dx = lim

t→0
F (t) = F (0) =

π

2

積分値の求め方

.

3 重積分を用いる方法( ：) t > とすると以下の広義0 積分はR∫ ∞

0

e−txcos sx dx =
t

t2 + s

であり、この積分は

2

に関して一様に収束する。故に、積分の順序交換が出来てs∫ 1

0

(∫ ∞

0

e−txcos sxdx

)
ds =

∫ ∞

0

(∫ 1

0

e−txcos sx ds

)
dx =

∫ ∞

0

e−tx sin x

x
d

となる。上式より

x

∫ ∞

0

e−tx sin x

x
dx =

∫ 1

0

t

t2 + s2
ds = arctan

1
t

(t >

となるから、

0)

t → として結果が従う。0

多次元3 Rieman 積分記号下での変数変換

１月

n

1 日の講義録で述べた分の追補：

例（極座標）：

3

x = r cos θ, y = r sin θ, (0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π

は

)

(r, θ) ∈ (0,∞) × [0, 2π] → (x, y) ∈ R の写像を与え、その2 Jacob 行列式はi

J(r, θ) = det

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
=

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
= r

12



となる。

注意：原点 r = で0 Jacob 行列式がi となり、そこでは積分記号下での変数変換公式がそのままでは成

立しないので、積分を

0
(r, θ) ∈ [0, での広義積分として解釈する。

● 例：

∞)

Aε(a) = {(x, y) |x ≥ 0, y ≥ 0, ε2 ≤ x2 + y2 ≤ a2 とする。積分記号下で極座標変換をすれば}∫∫
Aε(a)

e−x2−y2
dxdy =

∫ a

r=ε

∫ π/2

θ=0

e−r2
rdrdθ =

π

2
[−1

2
e−r2

]aε =
π

4
[e−ε2 − e−a2

となる。故に

]

∫∫
A0(a)

e−x2−y2
dxdy = lim

ε→0

∫
Aε(a)

e−x2−y2
dxdy =

π

4
[1 − e−a2

]

そこで

.

f(a) =
∫ a

0 e−x2
d なる積分を計算するためにx D(a) = {(x,y) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a とおき}

f(a)2 =
∫ a

0

e−x2
dx·

∫ a

0

e−y2
dy =

∫ ∫
D(a)

e−x2−y2
dxd

を考える。

y

A(a) ⊂ D(a) ⊂ A(
√

2a であり、そこで) e−x2−y2 ≥ だから、積分の性質を用いて0

π

4
[1 − e−a2

] =
∫∫

A(a)

e−x2−y2
dxdy ≤

∫∫
D(a)

e−x2−y2
dxdy = f(a)2

≤
∫∫

A(
√

2a)

e−x2−y2
dxdy =

π

4
[1 − e−2a2

となる。ここで、

]

a → として∞
∫ ∞
0

e−x2
dx = lima→∞ f(a) =

√
π

2

少し一般化すると、任意の

.

λ > に対して0 ∫ ∞

−∞
e−λx2

dx =
√

π√
λ

問：三角形

.

A を与え周の長さをBC 、面積をL とする。三角形S A の内部の点BC (x, y から周までの

最短距離を

)
D(x,y とする。この時、積分) ∫

三角形

∫
AB の内部C

e−D(x,y)dxd

を

y

とL を用いて表示せよ。

● 例

S

( 関数とβ 関数の関係Γ ：)

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

, B(p, q) =
∫ 1

0

xp−1(1 − x)q−1dx, Γ(s) =
∫ ∞

0

e−xxs−1dx.

R2 を第１象限として+

I = Γ(p)Γ(q) =
∫ ∫

R2
+

e−x−yxp−1yq−1dxdy, IM =
∫ M

0

∫ M

0

e−x−yxp−1yq−1dxdy

とおく。ここで変数

,

(x, y を変数) (u, v に)

u = x + y, v =
x

x + y
, 0 < u < M, 0 < v < 1, x = uv, y = u − uv,

∂(x,y)
∂(u, v)

= −

と変換すると、

u

IM =
∫ M

0

∫ M

0

e−x−yxp−1yq−1dxdy =
∫ M

u=0

∫ 1

v=0

e−uup−1vp−1uq−1(1 − v)q−1ududv

=
∫ M

u

e−uup+q−1du ·
∫ 1

0

vp−1(1 − v)q−1dv → (M → ∞).
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3. 一般座標変換

定理

1

3.1.1 変数変換公式( ) D 、1 D をユークリッド空間2 R の開集合とする。n Φ : D1 → D を2 D から1 D へ

の
2

1 − かつ上への写像で、1 Φ = t(Φ1, · · ·, Φn および) Φ− は１階連続微分可能とし、1

JΦ(x) = det
(

∂Φi(x)
∂xj

)
=

∂(Φ1, · · ·, Φn)
∂(x1, · · ·, xn

とする。

)

f( がx) D 上で積分可能となる必要十分条件は2 f(Φ(x))|JΦ が(x)| D 上で積分可能であり、更に1∫∫
D2

f(x)dx =
∫∫

D1

f(Φ(x))|JΦ(x)|d

となる。

物言い：定理では

x

がf 可積分と主張しているのに、この証明ではR f(x) ∈ C0(Rn に対して示してある

のみである。それで良いのか？

)

3. 極座標変換2

2, 次元での極座標変換はなじみ深いであろうが、ここでは一般3 次元でのそれを考察しよう。n

R からn R への写像n Φ をn

Φn(r, θ1, · · ·, θn−1) = (x1, · · ·, xn) = x

x1 = rcos θ1, x2 = rsin θ1cos θ2, · · ·,

xn−1 = rsin θ1sin · · ·θn−2cos θn−1,

xn = rsin θ1sin · · ·θn−2sin θn−1

(13

を定め、

)

(r, θ1, · · ·, θn−1 を) x = (x1, · · ·, xn の) 次元極座標という。

命題

n

3.2.1 n ≥ のとき2 Φ はn 次元区間n I = [0,∞)× [0, π]× · · · × [0, π]× [0, 2π を] R の上に写し、n の内

部

I
◦
で１対１である。

証明：

I

n = 2, のとき命題が成り立つことは知られているので、3 のとき成立するとして、n n + のとき

を示せばよい。任意の

1
x ∈ Rn+ をとり1 r = |x| ≥ とする。0 |x1| ≤ |x| = だからr r > ならば、一意的に0

θ1 ∈ [0, π があって] x1 = rcos θ と書ける。これより1

x2
2 + · · · + x2

n+1 = |x|2 − x2
1 = r2sin2θ

となる。帰納法の仮定より、

1

(θ2, · · ·, θn−1) ∈ [0, π] × [0, π] × · · · × [0, 2π] =

が存在し、

J

◦
における１対１が示される。J

定理

�

3.2.1

I = [s, t]× [α1, β1] × · · · × [αn−1, βn−1], s ≤ t, αi ≤ βi (1 ≤ i ≤ n − 1)
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とする。(13 で定義される写像) Φ がn の内部I
◦
で１対１であるとき、I Φn(I) = とする。A 上の有界関数A

が

f

でA 可積分であることと、R (f ◦Φn)(r, θ1, · · ·, θn−1)rn−1 sinn−2 θ1· · · sin θn− が2 でI 可積分であること

は同値であって、可積分のとき以下が成立する：

R

∫
· · ·

∫
A

f(x1, · · ·, xn)dx1· · ·dxn

=
∫

· · ·
∫

I

(f ◦ Φn)(r, θ1, · · ·, θn−1)rn−1 sinn−2 θ1· · · sin θn−2drdθ1· · ·dθn−1

(14

証明：

)

n = 2, のとき定理が成り立つことは知られているので、3 のとき成立するとして、n n + のとき

を示せばよい。写像

1

Φn+ を分解して1

Φn+1 = Θ ◦ Ψ,

(r, θ1, θ2, · · ·, θn) Θ−→ (rcos θ1, rsin θ1, θ2, · · ·, θn) Ψ−→ (x1, x2, · · ·, xn+1

とする。即ち、

)

はΘ (θ2, · · ·, θn を固定して、) (r, θ1 については) 次元極座標の変換、2 はΨ x1 = rcos θ を固

定して
1

ρ = rsin θ とするとき、1 (ρ, θ2, · · ·, θn については) 次元極座標変換n Φ としたものである。すると、n

Fubin の定理と帰納法の仮定よりi∫
· · ·

∫
A

f(x1, · · ·, xn)dx1· · ·dxn

=
∫

· · ·
∫

Θ(I)

(f ◦ Ψ)(x1, ρ, θ2, · · ·, θn)ρn−1 sinn−2 θ2· · · sin θn−1dx1dρdθ2· · ·dθn−1

=
∫

· · ·
∫

I

(f ◦ Φn)(r, θ1, · · ·, θn−1)r(rsin θ1)n−1 sinn−2 θ1· · · sin θn−2drdθ1· · ·dθn−1.

注意：

�

2, 次元での極座標との関連から言うと、以下のような座標系の取り方の方が分かりやすいかもし

れない：

3

x1 = r cos θ1, x2 = r sin θ1 cos θ2, · · ·,

xn−2 = r sin θ1 sin θ2· · · sin θn−3 cos θn−2,

xn−1 = r sin θ1 sin θ2· · · sin θn−3 sin θn−2 cos ϕ,

xn = r sin θ1 sin θ2· · · sin θn−3 sin θn−2 sin ϕ,

0 < r < ∞, 0 < θj < π (j = 1, 2, · · ·, n − 2), 0 < ϕ < 2π.
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