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1

Lebesgu の各種収束定理の条件をおまじないとして唱えると、あら不思議e 、極限操作と積分操作が入れ

替えられる。この条件の

2

chec がk Rieman 積分のそれと比較して容易なので、n Lebesgu 積分はe Riema 積

分の上位概念であると思い込まされ、実際思い込んでもきた

nn

。3 Lebesgu 積分に基礎をおいた確率論や関数解

析的方法による偏微分方程式の研究の発展も、この思い込みに疑いを差し挟むことを躊躇させた。

ところが、

e

Lebesgu 積分論は「究極の積分論なのか？」e という素朴な疑問を持った人々が古くからあ

り、それが例えば、

4

Perron-Den 達だった。彼等はjoy Lebesgu 積分論を精密化することで「究極の積分論？」

を得たはずなのだが、議論が煩雑なので理論自体はほとんど打ち捨てられていた。

e

195 年代後半になって、0

Kurzwei とl Henstoc が独立に、k

Rieman 積分論をちょっと「柔らかくした」積分論n

を展開し、これが実は

5

Perron-Denjo 積分と同値であることが後になって示されたy 。この小論はその理論を

紹介し、特に

6

測度論無し“ での「新しい装いの” 次元版積分」の効用を述べてみたい。多次元の場合は別に述

べることにするが、多次元での発散定理と

1

Fubi の定理を共に究極的に整備することはできないni 、というこ

とは注目に値する。

7

1 H 積分の定義K

1. 区間分割とゲージ

定義

1

1.1.1 をϕ S ⊂ 上の増加関数とする。R の任意の部分区間S B = [c, d](c < d に対し、非負な数)

ϕ(B) = ϕ([c, d]) = ϕ(d) − ϕ(c を) のB ϕ 長さという。特に、- ϕ = 、 即ちλ λ(x) = のとき、x でのR

Lebesgu 長さという。e

著者が工夫したのは「テニヲハ」だけ！1

囲碁・将棋・麻雀では「手順前後は大違い」というが、２つの極限操作が入れ替えられないかもしれないという疑いは通常の感覚か？2

一方で、「絶対収束級数ならば足し算の順序をどう変えてもよいが、条件収束だとそうはいかない」と3 年生に教えてきた。となると、
絶対積分可能と条件積分可能の概念を知りながら、

1
Lebesg 積分が一途に「上位概念と思い込み」疑わなかったのだから、恥ずかしい！ue

4Pfeff による表現では、er “If we can calculate the value of an integral of a function, then such a function ought to be integrable”
関数の5 Riema 積分可能性、「任意のnn ε > に対してある「定数」0 δ > があって0 · · 」を、「ある「正の関数」· δ(x) > があって0

· · 」と変えるだけ！とは言っても、正定数と正関数とでは「選択度」が大いに違う！·
例えば、6 P-Y. Lee [4 に説明がある]

7The ability to integrate the divergence of an arbitrary differentiable vector field is incompatible with the Fubini theorem,
pp.208-209 of Pfeffer [7 。条件収束する] 重級数の和の順序変更は厄介な代物だが、2 Lebesg 積分は絶対収束するものを扱っている！ue
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定義 1.1.2 I1, · · ·, I が非重複p な閉区間で、点8 ξ1, · · ·, ξ がp に属するとき、集まりR

P = {(I1, ξ1), (I2, ξ2), · · ·, (Ip, ξp （必ずしも)} ξi ∈ I を仮定していない！）

を、

i

Lebesgu 仕切り或いは単に仕切り（e partiti ）という。特に、任意のon i ∈ {1, · · ·, p に対し} ξi ∈ I な

るとき
i

をP Perro 仕切り或いはn 仕切りP- といい、9 ˙ とも書く。

定義

P

1.1.3 E ⊂ 上で定義された正の関数R をとる。δ {ξ1, · · ·, ξp} ⊂ なる仕切りE {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp が)} δ

細

-

(δ-fine とは、任意の) i ∈ {1, · · ·, p に対し} Ii ⊂ U(ξi, δ(ξi 、即ち))

Ii = [ai, bi] =⇒ ξi − δ(ξi) < ai < bi < ξi + δ(ξi) (1

となることである

)

1 。特に、0 δ 細- P 仕切りを- Ṗ � と表記δ する。{(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp) を仕切り、} を閉区間

とする。

I

{ξ1, · · ·, ξp と} ∪p
i=1I とがi の部分集合のとき、I をP の中の仕切り、特にI I = ∪p

i=1I のときi をP
の仕切りと呼ぶ。

命題

I

1.1.1 (Cousi の補題n 閉区間) 上の任意の正関数I （ゲージと呼ぶ）に対しδ δ 細なる- のI Perro 仕切

りが存在する。

証明：

n

I = [a, b とし] c ∈ (a, b とする。) P とa P を、それぞれb [a, c と] [c, b の] δ 細- P 仕切りとすると、-

P = Pa ∪ はPb のI δ 細- P 仕切りとなる。これに注意し、補題の主張を背理法で証明する。

補題が偽として、セルを２等分するとこの証明の最初に述べた注意より、少なくとも片方には

-

δ 細- 仕

切りが存在しない。そこで、セルを以下を満たすように帰納的に作る。

P-

I = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · ·

であって、

·

n = 0, 1, · · に対して· I にはn δ 細- 仕切りが存在せず、その長さがP- λ(In) = (b − a)2− を満たす。

区間縮小法で

n

∩∞
n=0In = {z なる} z ∈ が存在する。I δ(z) > だから整数0 k ≥ があって0 λ(Ik) < δ(z となる。

故に、

)

{(Ik, z は)} I のk δ 細- P 仕切りであり、背理法の仮定から導かれた「- I にはk δ 細- P 仕切りが存在せず」

に矛盾する。

-

別証：集合を

�

C = {c ∈ I 区間| [a, c には] δ 細仕切りがある- と定める。} をx x ∈ (a, a+ δ(a) かつ] x ≤
をなるようにとると、

b

([a, x], a は) [a, のx] δ 細仕切りを与える。これより集合- は空でないこと、及びC がb

の上界であることが分る。

C

s = sup と定める時、C s ∈ なることを示す。C s− δ(s) < s = sup だからC s − δ(s) < v < なるs v ∈
がある。

C

Ṗ を1 [a, v の] δ 細仕切りとし- Ṗ2 = Ṗ1 ∪ ([v, s], とおくと、s) ˙ はP2 [a, s の] δ 細仕切りとなっている

から

-

s ∈ である。C

s ≤ は分かっている。b s < とすると、b w ∈ [a, b で] s < w < s + δ(s なるものがある。) Q̇ を1 [a, のs] δ

細仕切りとし

-

Q̇2 = Q̇1 ∪ ([s,w], s とすると、) Q̇ は2 [a,w の] δ 細仕切りとなっているから- w ∈ となる。し

かしこれは

C

s = sup という上限の定義に矛盾するから、C s = である。b

系

�

1.1. セル1 上の正関数I をとる。δ の中の任意のI δ 細仕切り- はP のI δ 細仕切り- があって、それの部

分集合とできる。ここで、

Q
がP Perro ならばn もQ Perro ととれる。n

相異なる8 つの区間2 Ii, I の共通部分が内点を含まないj
9called a tagged partition by Bartl 、目印付仕切りe

1 この場合でも0 ξi ∈ I とは限らない、即ち、i 仕切りとは限らないP-
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証明：P = {(Ik, ξk)}p
k= とセル1 J1, · · ·, J があって、q {I1, · · ·, Ip, J1, · · ·, Jq は非重複なセルで}

I =
(
∪p

k=1 Ik

)
∪

(
∪q

�=1 J�

なるものとする。上の補題から

)

J の� δ 細- 仕切りP- P がある。故に、� のI δ 細- P 仕切り- をQ

Q = P ∪
(
∪q

�=1 P�

とすれば良い。

)

例� ：a δ > を定数とし、定数関数0 δ(t) ≡ δ : I � t → を定数ゲージと言う。目印付き

仕切り

R

Ṗ = {(Ii, ξi)}n
i= が1 δ 細なるための必要十分条件は-

Ii ⊂ [ξi − δ, ξi + δ] = B(ξi; δ

であり、このとき

)

�(Ii) = |Ii| ≤ 2 である。

例

δ

：b δ と1 δ を2 I = [a, b 上のゲージとし、] δ(t) = min{δ1(t), δ2(t) と定める。} 上のI δ 細ゲージは- δ1

細かつ

-

δ2 細ゲージである。

例

-

：与えられた点を目印点に強制するゲージの取り方ができるc 。例えば、

I = [0, 1], δ(t) =




1/4 {t = 0},

t/2 {0 < t ≤ 1

とし、

}

˙ をP のI δ(· 細仕切りとする。)- 0 ∈ だからI はある部分区間0 I1 = [0, x1 に入る。このとき、] I の目印点1

ξ は1 とならざるを得ない。実際、0 ˙ はP δ 細なのだから、- [0, x1] ⊂ [ξ1−δ(ξ1), ξ1+δ(ξ1 、即ち)] ξ1−δ(ξ1) ≤ 01 で

なければならない。ところで、

1

ξ1 > とすると0 δ(ξ1) = ξ1 であり/2 ξ1 − δ(ξ1) = ξ1 − ξ1/2 > だから、上に

述べた

0

δ 細の条件に反する。故に目印点- ξ は1 でなければならない。

例

0

：d a < c < とする。b

(i) をδ [a, b 上のゲージとする。] Ṗ を′ [a, c の] δ 細仕切り、- Ṗ ′ を′ [c, b の] δ 細仕切りとすると- Ṗ ′ ∪ Ṗ ′ は′ [a, b

の

]

δ 細仕切りである。-

(ii) δ と′ δ′ をそれぞれ′ [a, c と] [c, b のゲージとする。]

δ(t) =




δ′(t) t ∈ [a, c),

min{δ′(c), δ′′(c)} t = c,

δ′′(t) t ∈ (c, b]

と定めると

,

はδ [a, b 上のゲージとなる。] Ṗ を′ [a, c の] δ′ 細仕切り、- Ṗ ′ を′ [c, b の] δ′′ 細仕切りとするとき-

Ṗ ′ ∪ Ṗ ′ は′ を仕切り点の一つとするc [a, b の仕切りにはなるが、必ずしも] δ 細仕切りとはならない- 。

(iii) δ と′ δ′ を′ (ii のようにとり)

δ∗(t) =




min{δ′(t), (c − t)/2} t ∈ [a, c),

min{δ′(c), δ′′(c)} t = c,

min{δ′′(t), (t − c)/2} t ∈ (c, b

と定めると

],

δ∗(· は) [a, b 上のゲージとなる。任意の] δ∗ 細仕切り- ˙ をとると、P を含むc ˙ の部分区間はP を目

印点とせざるを得ない。上のように定めた

c

[a, b 上の任意の] δ∗ 細仕切りは、- [a, c の] δ′ 細仕切りを、- [c, b は] δ′′

細仕切りを与える。

-

1 ここでは必要ないが1 x1 ≤ ξ1 + δ(ξ1)
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レポート問題 ：上の例1 d(ii の「) Ṗ ′ ∪ Ṗ ′ は′ を仕切り点の一つとするc [a, b の仕切りにはなるが、

必ずしも

]

δ 細仕切りとはならない- 」を示せ。

オマケ：「仕切り」に慣れるために、以下の例も示すと良い：

(Q-1) [0, 上で1]

δ(t) =




1/4 t = 0,

dist (t, {0, 1})/2 t ∈ (0, 1),

1/4 t =

を考える。

1

[0, 1 の任意の] δ 細仕切りは- と0 を目印点とすることを示せ。1

(Q-2 開区間) Jk = (ak, bk)(k = 1, 2, · · ·,m が) I ⊂ ∪m
k=1J となるものとする。k の仕切りI P = {I1, I2, · · ·, In

で、各閉区間

}
I が開区間i J のどれかに含まれるものが存在する事を示せ。k

1.2 Riemann-Stieltje 和とs H 積分可能の定義

定義

K-

1.2.1 (Riemann-Stieltje 和s 閉区間) 上の増加関数I とϕ の中の仕切りI P = {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp

をとる。

)}
{ξ1, · · ·, ξp 上の任意の関数} に対し、f

σ(f, I ;ϕ) = σP(f, I ;ϕ) =
p∑

i=1

f(ξi)ϕ(Ii

とおき、この数を

)

に随伴したP のf ϕ-Riemann-Stieltje 和s 或いは単に, Riemann-Stieltje 和と呼ぶs 。

閉区間

12

を略して単にI σ(f ; ϕ), σP (f ; ϕ とも記す。

以下では、

)

ϕ(x) = のときx ϕ(Ii) = |Ii とし|

σ(f, I) = σP(f, I) =
p∑

i=1

f(ξi)|Ii

と略記する。

定義

|

1.2.2 を閉区間ϕ 上増加関数とする。I 上の関数I がf でI HK 積分可能- (Henstock-Kurzweil integrable

或いは

)

積分可能gR- (generalized Riemann integrable であるとは、実数) があって、任意のA ε > に対し0

上の正関数

I

をうまくとると、δ の任意のI δ 細- P 仕切り- ˙ に対しP

|σṖ(f, I ;ϕ) − A| <

となることをいう。このとき、

ε

∫
I
f dϕ = と書く。また、A 上のI HK 積分可能な関数全体を- RHK(I, ϕ と記

す。特に、

)

ϕ(x) = λ(x) = のときは、単にx RHK(I と記す。

例（

)

1875, K.J. Thom ）：ae I = [0, 1 上の関数]

f(x) =




0, x ∈ I ∩ (R \ Q),

q, x = p/（既約分数でq q > ）0 ∈ I ∩

は到る所不連続で

Q

I = [0, 1 のどんな部分区間上でも有界でないから、] R 可積分ではない。しかし、- I = [0,

上で

1]

H 積分可能である。K-
12ϕ-R 和とかS R 和とも書く、S ϕ(x) = のときは単にx 和というR
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レポート問題 ：上の関数2 が到る所不連続でf I = [0, 1 のどんな部分区間上でも有界でないこと、また、

（

]

imprope ）r R 可積分ではないことを示せ。

上の関数

-

はf I = [0, 上で1] HK 積分可能なることの証明：

さて、

-

[0, 1 内の有理数を] {rk = pk/qk | k ∈ N と数え上げる。任意の} ε > に対して0

δε(ξ) =




ε/(qk2k+1) if ξ = pk/qk,

1 if ξ ∈ (Qc ∩ [0, 1]) ∪ {0

と定める。

}

Ṗ = {(Ii, ξi を)} [0, 1 上の任意の] δε 細仕切りとする。

目印点

-

ξi ∈ I が無理数ならばi f(ξi) = だから、そのような目印点を持つ分割からの0 Rieman 和への寄与はn

である。もし目印点0 ξi ∈ I が有理数i ξi = pk/q ならば、k δε 細仕切りなのだから、- Ii ⊂ [rk−δε(rk), rk+δε(rk) 、

即ち

]

|Ii| ≤ 2δε(rk) = 2ε/(qk2k+1 となる。もし) r がk
˙ の相続く分割の目印点ならば、この二つの重なり合わ

ない被覆の長さは

P
ε/(qk2k+1 以下となるから、)

|σṖ(f, I)| ≤
n∑

k=1

qk
ε

qk2k+1
≤ ε

故に、

.

はf H 積分可能でK-
∫ 1

0
f = となる。0

レポート問題

�

2：上の関数と似ているが異なる関数′

g(x) =




0, x ∈ I ∩ (R \ Q),

q−1, x = p/（既約分数でq q > ）0 ∈ I ∩

について、

Q

(i) は有理点では不連続であり、g (ii) は無理点g で連続となる、事を示せ。

問題

x

再掲( ：) Dirichle 関数t (1829, P.G.L. Dirichlet) χQ

χQ(x) =




1 x ∈ Q ∩ [0, 1],

0 otherwis

は

e

[0, 1 上任意の点で不連続で、] R 可積分ではない。しかし、- HK 可積分であることを示せ。（- R 可積分ではな

いを

-

(i) Lebesgu の特徴付けを用いるか、e (ii) Darbou の上積分と下積分を用いて示せ。x HK 可積分なること

は、上の説明をもじれ！）

証明：（非

-

R 可積分性）：- (i) Lebesg のue R 可積分関数の特徴付けを用いる方法。- χ は至る所不連続だか

ら、
Q

D = {x | o(χQ, x) 
= 0 とすると} D = [0, である。故に、1] χ はQ R 可積分ではない。-

(ii) Darbou の上積分値と下積分値とが異なること。x

(HK 可積分性）：- [0, 1 内の有理数を] {rk | k ∈ N と数え上げる。任意の} ε > に対して0

δε(ξ) =




ε/2k+1 if ξ = rk,

1 if ξ ∈ (Qc ∩ [0, 1]) ∪ {0

と定める。

}

Ṗ = {(Ii, ξi を)} [0, 1 上の任意の] δε 細仕切りとする。

目印点

-

ξi ∈ I が無理数ならばi f(ξi) = だから、そのような目印点を持つ分割からの0 Rieman 和への寄与

は

n

である。もし目印点0 ξi ∈ I が有理数i ξi = r ならば、k δε 細仕切りなのだから、- Ii ⊂ [rk−δε(rk), rk +δε(rk) 、

即ち

]

|Ii| ≤ 2δε(rk) = 2ε/2 となる。もしk r がk
˙ の相続く分割の目印点ならば、それは端点にあり、この二つP
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の重なり合わない被覆の長さは ε/2 以下となるから、k

|σṖ(f, I)| ≤
n∑

k=1

qk
ε

2k
≤ ε

故に、

.

はf H 積分可能でK-
∫ 1

0
f = となる。0

積分値

�

が与えられていない場合のA HK 積分可能性の判定条件は以下に与えられるが、考え方は数列の

収束条件と対比するとわかりやすい

-

：

定理

13

1.2.1 を有界閉区間ϕ I = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ ∞ 上の増加関数とする。) f ∈ RHK([a, b];ϕ なる必要

十分条件は、任意の

)

ε > に対し正関数0 δ(ξ があって、どんな) δ 細- 仕切りP ˙ 及びP ˙ をとってもQ
∣∣σṖ (f ; ϕ) − σQ̇(f ;ϕ)

∣∣ <

となることである。

証明：

ε

=⇒) 明らか。:

⇐ 任意の=): n ∈ に対しN I = [a, b 上の正関数] δ をとって、n
˙ 及びP ˙ がQ δn 細- 仕切りならば、P

∣∣σṖ(f ;ϕ) − σQ̇(f ;ϕ)
∣∣ < 1/

とできる。特に、任意の

n

t ∈ とI n ∈ に対しN δn(t) ≥ δn+1(t と仮定して一般性を失わない) 1 。

各

4

に対しn Ṗ をn δn 細仕切りとする。- m > とすると、n Ṗ とm Ṗ は共にn δn 細仕切りであり、仮定から-

m > のときn ∣∣σ(f, Ṗn;ϕ) − σ(f, Ṗm;ϕ)
∣∣ ≤ 1

を満たす。故に、

n

{σ(f, Ṗn;ϕ は)} で基本列をなすからその極限をR A = limn→∞ σ(f, Ṗn; ϕ と記す。) m →
として、任意の

∞
n ∈ に対し、N ∣∣σ(f, Ṗn;ϕ) − A

∣∣ ≤ 1
n

このとき

.

ε > に対して0 K ∈ をN K > 2/ なるようにとると、任意のε δK 細仕切り- ˙ に対しQ
∣∣σ(f, Q̇; ϕ) − A

∣∣ ≤ ∣∣σ(f, Q̇; ϕ) − σ(f, Ṗn;ϕ)
∣∣ +

∣∣σ(f, Ṗn;ϕ) − A
∣∣ ≤ 1

K
+

1
K

<

故に、

ε.

f ∈ RHK(I, ϕ となる。) �

⇐= の別証明) 任意の: ε > に対し0 I = [a, b 上の正関数] をとって、δ Ṗ = {(Bj , ξj と)} Q̇ = {(Ck, ηk

を

)}
δ 細仕切りとする。- j = 1, · · ·, 及びp k = 1, · · ·, に対しq

Ii,j = Bi ∩Cj , xi,j = ξi, yi,j = η

とおき、

j

N = {(i, j) | (Ii,j)◦ 
=

と定める。このとき

∅}

Ṙ = {(Ii,j, xi,j) | (i, j) ∈ N}, Ṡ = {(Ii,j , yi,j) | (i, j) ∈ N}

1 数列が3 Cauch 列をなすとき、その数列の収束先をどう決めたか思い出そうy
1 必要ならば、4 δ′n(t) = min{δ1(t), · · ·, δn(t) と取り直せば} δ′n(t) ≥ δ′n+1(t となる)
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は のI δ 細仕切りとなる。故に-

σṘ(f, I;ϕ) =
∑

(i,j)∈N

f(xi,j)ϕ(Ii,j) =
p∑

i=1

q∑
j=1

f(xi,j)ϕ(Ii,j)

=
p∑

i=1

f(ξi)
q∑

j=1

ϕ(Bi ∩ Cj) =
p∑

i=1

f(ξi)ϕ(Bi) = σṖ (f, I;ϕ

となる。同様に

)

σṠ(f, I ;ϕ) = σQ̇(f, I ; ϕ だから)

|σṖ(f, I ;ϕ) − σQ̇(f, I; ϕ)| = |σṘ(f, I; ϕ) − σṠ(f, I;ϕ)| <

となるから

ε

σṖ (f, I;ϕ は) Cauch 列でy f ∈ RHK(I ; ϕ となる。)

系

�

1.2.1 を有界閉区間ϕ I = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ 上の増加関数とする。有界閉区間∞) I = [a, b 上の連続

関数

]

はf H 積分可能、K- f ∈ RHK(I; ϕ である。

証明：有界閉区間上の連続関数の一様連続性より、任意の

)

ε > に対して、ある0 ∆ > があって、任意

の

0

x, y ∈ に対しI |x − y| < 2 ならば∆

|f(x) − f(y)| <
ε

ϕ(I) +

となる。そこで任意の

1

x ∈ に対してI δ(x) = とおき∆ {(I1, ξ1), · · ·, (In, ξn と)} {(I1, η1), · · ·, (In, ηn を)} δ 細

仕切りとする。すると

-

Ii ⊂ U (ξi,∆) ∩ U (ηi, ∆

だから、

)

i = 1, · · ·, に対しn |ξi − ηi| < 2 となり、∆

n∑
i=1

|f(ξi) − f(ηi)|ϕ(Ii) ≤
ε

ϕ(I) + 1

n∑
i=1

ϕ(Ii) ≤ ε
ϕ(I)

ϕ(I) + 1
< ε.

レポート問題

�

：この系の証明を定理4 1.2. を用いずに、直接与えよ。（ヒント：上の定理と同様に推論せ

よ。ポイントは、

1

R 積分のときは- の一様連続性をまず示したのだが、それを要しないことである。）f

無限遠点、特異点の扱いについて

定義

2

2.0.3 上の正の関数R δ( に対してx)

δ̄(x) =




A > 0 x = −∞,

δ(x) −∞ < x < +∞,

B > 0 x = +

と定め、

∞

¯を拡大実数δ ¯ 上のゲージと言う。R ¯ の仕切りR

−∞ < a = x0 < x1 < · · · < xn = b < + と∞ ξ1, ξ2, · · ·, ξ

が

n

δ̄ 細仕切りであるとは、-

a < −A = δ̄(−∞), b > B = δ̄(+∞ かつ) ξi − δ̄(ξi) < xi−1 ≤ ξi ≤ xi < ξi + δ̄(ξi

となることである。

)
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注意：¯ 上のゲージR ¯、δ 


B[x; r] = [x − r, x + r] x ∈ R, r > 0,

B[∞; r] = [1/r,∞] ,

B[−∞; r] = [−∞,−1/r

と定めるとき、目印付き仕切り

]

Ṗ = {([x0, x1], ξ1), · · ·, ([xn−1, xn], ξn), ([xn, xn+1], ξn+1

が

)}

δ̄ 細であるとは-

[xi−1, xi] ⊂ B[ξi, δ̄(ξi)] (i = 1, · · ·, n + 1).

2. 無限遠点の処理例1

f(x) = x− を2 [1,∞ 上で考える。任意の) ε > に対し0 [1,∞ 上の正関数を]

δ̄ε(ξ) =




εξ when 1 ≤ ξ < ∞,

1/ε when ξ =

と定める。

∞,

x0 = 、1 xn > 1/ としてε [1,∞ 上での] δ̄ε 細仕切りをとる。即ち、-

∣∣ n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) − 1
∣∣ ≤

∣∣∣∣
n∑

i=1

xi − xi−1

ξ2
i

−
n∑

i=1

(
1

xi−1
− 1

xi

)∣∣∣∣ +
1
xn

≤
n∑

i=1

∣∣∣∣xixi−1

ξ2
i

− 1
∣∣∣∣
(

1
xi−1

− 1
xi

)
+

となる。

ε

xixi−1/ξ2
i − が正の場合、負の場合とを分けると1

xixi−1 < ξ2
i =⇒ xixi−1 − ξ2

i

ξ2
i

≤
xixi−1 − x2

i−1

ξ2
i

≤ xi − xi−1

ξi
(xi−1 ≤ ξi ≤ xi)

xixi−1 > ξ2
i =⇒ ξ2

i − xixi−1

ξ2
i

≤ x2
i − xixi−1

ξixi−1
≤ xi − xi−1

ξi
(xi−1 ≤ ξi ≤ xi

となるから

)

∣∣∣∣xixi−1

ξ2
i

− 1
∣∣∣∣ ≤ xi − xi−1

ξi
<

2δ(ξi)
ξi

< 2

で、

ε

∣∣ n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) − 1
∣∣ < 2ε

(
1 − 1

xn

)
+

となる。故に、

ε

はf [1,∞ 上で] HK 積分可能で、-
∫ ∞
1

f = 。1

注意：有界な部分でも、

�

δ̄ε 細仕切りのすべての仕切り幅が- ε > に応じて短くなるとは限らない0 。実際、

この例の場合、 をn (1 + ε/5)n−1 > 2 を満たすように取り、/ε k = 0, 1, · · ·, n − に対して1 xk = (1 + ε/5) そ

して

k

xn > 1/ ととる。ε k = 1, · · ·, n − に対して1 ξk = xk− かつ1 ξn = とすると、これは∞ [1,∞ の] δ̄ε 細仕

切りを与える。しかし、

-

の取り方から、どんな小さなn ε > をとっても0 xn−1 − xn−2 ≥ 1/ となっている。3
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別説明 1

f̄(x) =




x−2 for x ∈ [1,∞),

0 for x = ∞,
F̄ (x) =



−x−1 for x ∈ [1,∞),

0 for x = ∞,
δ̄ε,B(ξ) = ε (ξ ∈ [1,∞

規約

]).

0·∞ = より、0 f̄(∞)
∣∣[xn,∞]

∣∣ = となるから0

σṖ(f, [1,∞]) −
n∑

i=1

[F (xi) − F (xi−1)] =
n∑

i=1

(
xi − xi−1

ξ2
i

−
(
− 1

xi
+

1
xi−1

))

=
n∑

i=1

(
1
ξ2
i

− 1
xixi−1

)
(xi − xi−1)

仕切りと目印点

.

1 ≤ xi ≤ ξi ≤ に対しxi xi − xi−1 ≤ 2δε(ξi) = 2ε (n = 1, 2, · · ·, n だから)
∣∣∣∣σṖ(f, [1,∞]) −

(
1 − 1

xn

)∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

(
1

xi−1
− 1

xi

)
2ε =

(
1 − 1

xn

)
2ε < 2ε.

はP δ̄ε 細だから、- 1/xn ≤ でありε

∣∣σṖ(f, [1,∞]) − 1
∣∣ ≤ 3ε.

別説明

�

非有界部分区間2 [−∞, a 或いは] [a,∞ に対しては、その長さを] と宣言する方法もある。実際、0 f(∞
を任意の有限な値と決め、開集合値関数

)

V (z) = (z − εz/4, z + εz/4)(1 ≤ z < ∞ また) V (∞) = (2/ε, とす

る。

∞]

z < に対し∞ z ∈ [u,v かつ] [u, v] ⊂ V (z とすると)∣∣∣∣ − 1
v

+
1
u
− 1

z2
(v − u)

∣∣∣∣ ≤ ε

2

(
1
u
− 1

v

)
.

[t,∞] ⊂ V ならば(∞) |[t,∞]| = と見なして0 1 、5∣∣∣∣1t − f(∞)|[t,∞]|
∣∣∣∣ <

ε

2

さて

.

をD V 細とする。- z = のときのみ∞ ∞ ∈ V (∞ だから、例えば無限区間) [t, は∞] を目印をもち、∞
[t,∞] ⊂ V である。

（注）

(∞)

1 ≤ z < に対して∞ δ̄ε,M (z) = εz/ 、4 δ̄ε,M (∞) = 2/ と定めると、ε V (z) = U(z, δ̄ε,M (z)), V (∞) =

(2/ε,∞ となっている。]

2. 特異点の処理例１2 刺を持つ関数[

関数を

]

f(x) =




2 if 0 < x ≤ 1,

3 if x = 0
とすると

,

∫ 1

0

f = 2(= lim
ε→0

2x
∣∣1
x=ε

)

証明

.

：任意の16 ε > に対して、正関数を0

δ1,ε(ξ) = ε (ξ ∈ [0, 1]), δ2,ε(ξ) =




ε for ξ = 0,

ξ/2 for 0 < ξ ≤
或いは

1,
δ3,ε(ξ) =




ε for ξ = 0,

1 for 0 < ξ ≤ 1,

1 この無限区間の長さは０と見なすという規約は少々引っ掛かるが5

1 以下では最初の版と随分記述が変わっている。これは行司君の質問による！即ち行司君が疑問を持ったのは正しく、私は間違った理
由付けをしていた

6
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と定めると、任意の δj,ε 細仕切り- Ṗ に対しj

∣∣σṖj
(f, [0, 1]) − 2

∣∣ < ε (j = 1,

となる事を示す。

例えば、整数

2)

があって分点（仕切り点）と目印点をn

0 = x0, ξj − δk,ε(ξj) ≤ xj−1 ≤ ξj ≤ xj ≤ ξj + δk,ε(ξj) (j = 1, · · ·, n− 1), xn =

となるようにとれば、

1

δk,ε 細仕切りとなる。-

(i) δ1,ε 細仕切りとすると、-

ξ1 − ε < 0 = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ ξ1 + ε, ξ2 − ε ≤ x1 ≤ ξ2 ≤ x2 ≤ ξ2 + ε, etc

であり

,

xj − xj−1 ≤ 2 だから、最小の分割数ε はn [1/ε] + 程度である。

このとき

1

n∑
j=1

f(ξj)(xj − xj−1) =




3(x1 − x0) + 2(xn − x1) = 2(xn − x0) + (x1 − x0) if ξ1 = 0,

2(xn − x0) if ξ1 > 0

で、

,

∣∣ n∑
j=1

f(ξj)(xj − xj−1) − 2
∣∣ =




x1 if ξ1 = 0

0 if ξ1 >

となる。

0

ξ1 − ε < 0 = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ ξ1 + からε 0 ≤ x1 ≤ となるから、2ε
∣∣ ∑n

j=1 f(ξj)(xj − xj−1)− 2
∣∣ ≤

となる。

2ε

(ii 同様に) δ2,ε 細仕切りは、-

Ṗ2 = {([0, x1], ξ1), ([x1, x2], ξ2), · · ·, ([xn−1, xn], ξn)},

ξ1 − δ2,ε(ξ1) ≤ 0 = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ ξ1 + δ2,ε(ξ1), ξj/2 ≤ xj−1 ≤ ξj ≤ xj ≤ 3ξj/2, (j = 2, · · ·, n)

ところで、

.

ξ1 > ならば0 ξ1/2 ≤ 0 = となるから、x0 ξ1 = でなければならない。故に0 x1 ≤ であり、ε

σṖ2
(f, [0, 1]) − 2 = f(ξ1)(x1 − x0) + 2(xn − x1) − 2 =




x1 if ξ1 = 0

0 if ξ1 
= 0
≤ ε.

(iii) δ3, のときは、ε

Ṗ3 = {([0, x1], ξ1), ([x1, 1], ξ2)},

ξ1 − δ3,ε(ξ1) ≤ 0 = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ ξ1 + δ3,ε(ξ1), ξ2 − 1 ≤ 0 < x1 ≤ ξ2 ≤ x2 = 1 ≤ ξ2 +

となる。

1

ξ1 = のとき0 x1 ≤ であるからε

σṖ3
(f, [0, 1]) − 2 =

n∑
j=1

f(ξj)(xj+1 − xj) − 2 =




x1 if ξ1 = 0

0 if ξ1 
= 0
≤ ε.

問題：上の計算では、初めから積分値が分かっていることを用いている。積分可能かどうかを（勿論想定

される積分値を知らずに）調べるにはどうしたら良いか？これの、特異点や無限遠点のない場合の解答はすで

に述べた。

�
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2. 特異点の処理例２

関数を

3

f(x) =




1/
√

x if 0 < x ≤ 1,

0 if x = 0
とすると

,

∫ 1

0

f = 2(= lim
ε→0

2
√

x
∣∣1
x=ε
広義( R 積分- ))

証明：まず、

.

0 = x0 < x1 < · · · < xn = と1 Ξ = {ξ1, ξ2, · · ·, ξn}

かつ

,

ξ1 = 0, xi−1 ≤ ξi ≤ xi (i = 1, · · ·,

ととってみる

n)

。(2
√

x)′ = 1/
√
、x f(0) = だから0

∣∣2 −
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)
∣∣ ≤ ∣∣2 − (2 − 2

√
x1)

∣∣ +
∣∣∣∣
∫ 1

x1

dx√
x
−

n∑
i=2

xi − xi−1√
ξi

∣∣∣∣

≤ 2
√

x1 +
n∑

i=2

(
1

√
xi−1

− 1
√

xi

)
(xi − xi−1

となるから、任意の

)

ε > に対して上式が0 より小となるように正関数ε をとり、それに対するδ δ 細- 仕切り

が目印として

P

ξ1 = を持たざるをえないようにすればよい。0 0 < c < 1 とし/2 0 < ξ ≤ で1 δ(ξ) = c なるも

のをとり、上に述べた仕切りが、

ξ

δ 細仕切りとなるとすると、-

0 < xi − xi−1 < 2δ(ξi) ≤ 2cxi− となるから1
xi

xi−1
≤ 1

1 − が従う。

一方

2c

(
1

√
xi−1

− 1
√

xi

)
(xi − xi−1) = (

√
xi −

√
xi−1)

xi − xi−1√
xixi−

であり

1

1 < xi

xi−1
≤ 1

1− のとき2c

xi − xi−1√
xixi−1

<
2cxi

xi−1
≤ 2c

1 − 2

となる。そこで

c

をc 0 < c < 1/ と2 2c/(1 − 2c) ≤ ε/ を満たすように取り、2 δ(0) ≤ ε2/ と定義すると、16

2
√

x1 +
n∑

i=2

(
1

√
xi−1

− 1
√

xi

)
(xi − xi−1) ≤ 2

√
x1 +

2c

1 − 2c

n∑
i=2

(
√

xi −
√

xi−1)

= 2
√

x1 +
2c

1 − 2c
(
√

xn −√
x1) < 2

√
x1 +

2c
1 − 2c

≤ 2
√

δ(0) +
2c

1 − 2c
< ε

故に、

.

はf [0, 上で1] H 積分可能となる。K-

レポート問題：上の計算で積分値が分らないとして

�

H 積分可能性を示せ。

レポート問題：

K-

lim
n→∞

{
n!
nn

}1/

を求めよ。
n

3 HK 積分の一般的性質-

3. 零集合

まず、零集合という概念

1

1 を思い出しておこう。7

1 「有界集合上での有界関数が7 Rieman 積分可能ならば、不連続点は零集合をなす」というのがn Lebesgu によるe Rieman 積分可
能関数の特徴付けであった

n

12



定義 3.1.1 内の集合R が零集合（Z null (measure zero or negligible) se ）であるとは、任意のt ε > に対し

て高々可算個の開区間

0

{Ij}∞j= で1

Z ⊂ ∪∞
j=1I かつj

∞∑
j=1

|Ij| <

なるものがあること、と定める。

すると、被積分関数の零集合上の違いは

ε

H 積分の積分値には影響しないK- ことが次のように示される。

定理 3.1.1 [a, b 上殆ど到る所で] f(x) = とする0 1 。即ち、零集合8 があって、任意のZ x ∈ [a, b] − に対しZ

f(x) = となる。このとき、0 はf HK 積分可能であり-
∫
I f = 0

証明：

.

Zi = {x ∈ [a, b] | i − 1 < |f (x)| ≤ i とし、} Z = ∪∞
i=1 と定義する。仮定からZi は測度零であ

る。任意の

Zi

ε > をとると、各0 に対し開区間の可算個の和i で長さがGi ε2−ii− 以下で1 Gi ⊃ なるものが

ある。

Zi

δ(ξ を各) に対し、i ξ ∈ Z のときi (ξ − δ(ξ), ξ + δ(ξ)) ⊂ G であり他では任意にとったものとする。す

ると、任意の
i

δ 細仕切り- D = {([u, v], ξ) に対し}
∣∣ ∑

f(ξ)(v − u)
∣∣ < ε.

前に述べた「

�

Lebesgu によるe R 積分可能な関数の特徴付」の証明にも必要なので、第- 回講義で述べた

零集合の性質を再掲しておく。

零集合の性質

3

(i 零集合の任意の部分集合はまた零集合である。)

(ii 零集合の高々可算個の和集合はまた零集合である。)

(iii 有界閉集合に関する限り、) Jorda 測度０の集合と零集合とは一致する。ここで、

定義

n

3.1. 集合2 がE Jorda 測度０とは、任意のn ε に対し、有限個の区間> I1, I2, · · ·, I が存在してN

E ⊂ ∪N
j=1Ij,

N∑
j=1

|Ij | < ε

注意：上の「零集合の性質」

.

(iii で、条件「有界閉集合に関する限り」がどう使われるか、思い出してお

いて欲しいものである。

)

3. 積分の線形性、順序関係保存、領域に関する加法性等

定理

2

3.2.1 ϕ, を有界閉区間ψ I = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ 上の増加関数とする。∞)

(i) f, g ∈ RHK([a, b]; ϕ とし、) γ ∈ とする。R f + g, γf ∈ RHK([a, b]; ϕ であり)

∫ b

a

(f + g)dϕ =
∫ b

a

fdϕ +
∫ b

a

gdϕ,

∫ b

a

(γf)dϕ = γ

∫ b

a

fdϕ.

(ii) a < c < とする。b f ∈ RHK([a, c];ϕ) ∩ RHK([c, b]; ならばϕ) f ∈ RHK([a, b];ϕ であり)

∫ b

a

fdϕ =
∫ c

a

fdϕ +
∫ b

c

fdϕ. (2)

18f = 0 (a.e. と書くx)

13



(iii) f ∈ RHK([a, b]; ϕ ならば、任意の) [c, d] ⊂ [a, b に対して] f ∈ RHK([c, d];ϕ).

(iv) f, g ∈ RHK([a, b]; ϕ であり、) [a, b 上殆ど到る所] f(x) ≤ g(x ならば、)

∫ b

a

fdϕ ≤
∫ b

a

gdϕ.

(v) f ∈ RHK([a, b];ϕ かつ) |f | ∈ RHK([a, b];ϕ ならば、)
∣∣∣∣
∫ b

a

fdϕ

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |dϕ.

(vi) f ∈ RHK([a, b];ϕ) ∩ RHK([a, b];ψ かつ) γ ≥ とすると、0 f ∈ RHK([a, b];ϕ + ψ) ∩ RHK([a, b]; γ であ

り、更に

ϕ)

∫ b

a

fd(ϕ + ψ) =
∫ b

a

fdϕ +
∫ b

a

fdψ,

∫ b

a

fd(γϕ) = γ

∫ b

a

fdϕ

もし

.

ψ = ϕ + のときは、γ RHK([a, b];ϕ) = RHK([a, b]; ψ であり)
∫ b

a
fdϕ =

∫ b

a
fdψ

証明：

.

(i は明らかであろう。) (ii の証明を与えよう。)

A =
∫ c

a

fdϕ, B =
∫ b

c

fd

とすると、任意の

ϕ

ε > に対して0 [a, c 上の正関数] δ1(ξ があって、任意の) δ1 細仕切り- Ḋ1 = {([u,v], ξ に対

して

)}

∣∣∑ f(ξ)ϕ([u,v]) − A
∣∣ < ε/

となる。同様に、

2

ε > に対して0 [c, b 上の正関数] δ2(ξ があって、) [c, b 上の任意の] δ2 細仕切り- Ḋ2 = {([u,v], ξ

に対して

)}

∣∣ ∑
f(ξ)ϕ([u, v]) − B

∣∣ < ε/

となる。これより、関数を

2

0 < s, t < として1

δ(ξ) =




min{δ1(ξ), s(c − ξ)}, ξ ∈ [a, c),

min{δ1(c), δ2(c)}, ξ = c,

min{δ2(ξ), t(ξ − c)}, ξ ∈ (c, b]

と定め

,

[a, b 上の] δ 細仕切り- ˙ を考えると、D は必ずc ˙ の少なくとも一つの部分区間の目印点となっている

（ことは前に示した）。そこで、もし

D
c = ξ が部分区間k [xk−1, xk の内部にある（] i.e 端点ではない）ときは仕

切り

.
˙ にD ξ を仕切り点として加えた仕切りk Ḋ∗

a = x0 ≤ · · · ≤ xk−1 < ξk < xk ≤ · · · ≤ xn =

を考え、

b

[xk−1, ξk と] [ξk, xk のそれぞれの目印点として] c = ξ をとればk

f(ξk)ϕ([xk−1, xk]) = f(ξk)ϕ([xk−1, ξk]) + f(ξk)ϕ([ξk, xk

だから

])

σḊ(f ; ϕ) = σḊ∗(f ; であるϕ) 。19

1 この過程は逆に辿ることにより、目印点を内部に持つような仕切りができる事を意味する9
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これより、

∣∣∑
Ḋ∗

f(ξ)ϕ([u, v])− (A + B)
∣∣ ≤ ∣∣ ∑

Ḋ1

f(ξ)ϕ([u,v])− A
∣∣ +

∣∣ ∑
Ḋ2

f(ξ)ϕ([u, v]) − B
∣∣ <

となるから、

ε

はf RHK([a, b]; であり、ϕ) A + を積分値としてもつ。B

(ii の別証明：) χ[a,c を集合] [a, c の特性関数とし] f1 = f ·χ[a,c と定め、] f2 = f ·χ[c,b も同様に定める。]

f1, f2 ∈ RHK([a, b]; ϕ と見なせるから) 2 、0 (i を用いて)

∫ b

a

fdϕ =
∫ b

a

(f1 + f2)dϕ =
∫ c

a

fdϕ +
∫ b

c

fdϕ.

(iii) [a, b] = [a, c] ∪ [c, b], [c, b] = [c, d] ∪ [d, b として] (ii を用いれば良い。)

(iv) (i より) g − f ≥ は0 HK 積分可能になるから、望みの不等式が求まる。-

(v) −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x) と| (iv を用いれば良い。)

(vi これは明らかであろう。)

補題

�

3.2.1 (The straddle lemm 関数a) F : I → がR ξ ∈ で微分可能とする。任意のI ε > に対して0

δε(ξ) > があって、0 u,v ∈ がI

ξ − δε(ξ) ≤ u ≤ ξ ≤ v ≤ ξ + δε(ξ

を満たすならば

)

|F (v) − F (u) − F ′(ξ)(v − u)| ≤ ε(v −

証明：各点

u).

t ∈ での微分可能性より、任意のI ε > に対し、ある0 δε(t があって、)

0 < |z − t| ≤ δε(t) =⇒
∣∣∣∣F (z) − F (t)

z − t
− F ′(t)

∣∣∣∣ ≤
書き直すと

ε.

z ∈ I, |z − t| ≤ δε(t) =⇒
∣∣F (z) − F (t) − F ′(t)(z − t)

∣∣ ≤ ε|z − t

となる。

|

u,v ∈ B(t, δε(t を)) u ≤ t,v ≥ なるようにとり、足したり引いたりしてt

∣∣F (v) − F (u)− F ′(t)(v − u)
∣∣ =

∣∣[F (v) − F (t) − F ′(t)(v − t)] − [F (u)− F (t) − F ′(t)(u − t)]
∣∣

≤
∣∣F (v) − F (t) − F ′(t)(v − t) +

∣∣F (u)− F (t) − F ′(t)(u − t)
∣∣

≤ ε(v − t) + ε(t − u) = ε(v − u).

補題

�

3.2.2 (Henstock or Saks-Henstock lemma) を有界閉区間ϕ I = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ 上の増

加関数とする。

∞)

を有界閉区間とし、I f ∈ RHK(I; ϕ とする。任意の) ε > に対し、以下の性質を満たす有界

閉区間

0

上の正関数I が存在する：δ の中のI δ 細仕切り- Ḋ = {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp) 、及びそれの任意の部分仕

切り

}
Ḋ′ = {(Ii1 , ξi1), · · ·, (Iiq

, ξiq
に対して)}

∣∣∣∣
q∑

k=1

f(ξik
)ϕ(Iik) −

∫
∪q

k=1Iik

fdϕ

∣∣∣∣ < ε,

q∑
k=1

∣∣∣∣f(ξik )ϕ(Iik
) −

∫
Iik

fdϕ

∣∣∣∣ < ε.

2 ここでも規約0 ±∞·0 = を用いている0
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証明：以下では Ḋ′ = ˙ の場合について、上のD 番目の不等式を示すことを考える。2 Ḋ′ ⊂ ˙ の場合も同

様にすれば良い。

D

f ∈ RHK(I, ϕ の定義から、任意の) ε > に対して0 上の正関数I があって、δ の中のI δ 細仕切り-

{(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp に対して)} |σP(f, I; ϕ) −
∫

I
fdϕ| < ε/ となる。

必要ならば番号付けを変えて、ある数

3

k (1 ≤ k ≤ p があって) i = 1, · · ·, のとき数k f (ξi)ϕ(Ii) −
∫
Ii
が

非負、

f

i = k + 1, · · ·, のときは負とできる。p Cousi の補題と定理n 3.2.1(iii から、) f ∈ RHK(Ii;ϕ だから任意

の

)

i ∈ {1, · · ·, に対してp} I のi δi 細仕切り- でPi |σPi(f, Ii; ϕ) −
∫
Ii

fdϕ| < ε/ となるものがある。ここで、3p

δi(x) ≤ δ(x) (x ∈ Ii と仮定して一般性を失わない。そこで)

P = {(I1, ξ1), · · ·, (Ik, ξk)} ∪ ∪p
i=k+1Pi,

Q = {(Ik+1, ξk+1), · · ·, (Ip, ξp)} ∪ ∪k
i=1Pi

とおくと、これらは共に

,

のI δ 細仕切りである。故に-

ε

3
>

∣∣∣∣σP(f, I ;ϕ) −
∫

I

fdϕ

∣∣∣∣ ≥
k∑

i=1

[
f(ξi)ϕ(Ii) −

∫
Ii

fdϕ

]
−

∣∣∣∣
p∑

i=k+1

[
σPi(f, Ii;ϕ) −

∫
Ii

fdϕ

]∣∣∣∣

≥
k∑

i=1

∣∣∣∣f(ξi)ϕ(Ii) −
∫

Ii

fdϕ

∣∣∣∣ − (p − k)
ε

3p

同様に

.

ε

3
>

p∑
i=k+1

∣∣∣∣f(ξi)ϕ(Ii) −
∫

Ii

f

∣∣∣∣ − k
ε

3p

この両辺を加えあわせて、補題は証明される。

.

系

�

3.2. 有界閉区間1 [a, b の各] c (a < c ≤ b に対し)
∫ c

a f = となるならば、0
∫ b

a |f | = である。

証明：任意の

0

ε > に対して0 δ 細仕切り- ˙ をD |σḊ(f, [a, b]; ϕ)−
∫ b

a
fdϕ| < なるようにとる。仮定と積分

の性質から

ε

∫ d

c

fdϕ =
∫ d

a

fdϕ −
∫ c

a

fdϕ =

となる。故に、任意の

0

(J, ξ) ∈ ˙ に対しD |f(ξ)ϕ(J)−
∫
J

fdϕ| = |f (ξ)|ϕ(J であり、これは) Henstoc の補題よ

り

k

σḊ(|f |, I; ϕ)| ≤ 2 を意味する。ε

系

�

3.2.2 f ∈ RHK([a, b]; ϕ とし、有界閉区間) [a, b の各] に対しx F (x) =
∫ x

a
fd とおく。もし、ϕ がϕ c ∈ [a, b

で右連続ならば、

)

もそうであり、F がϕ c ∈ (a, b で左連続ならば] もそうである。

証明：任意の

F

ε > に対し0 Henstoc の補題より、k [a, b 上の正関数] があってδ [a, b の] δ 細仕切り-

{(A1, x1), · · ·, (Ap, xp に対して)}
p∑

i=

∣∣∣∣f(xi)ϕ(Ai) −
∫

Ai

fdϕ

∣∣∣∣ <
ε

となる。さて、

2

がϕ c ∈ [a, b において右連続と仮定と、) ∆ > があって0 B ⊂ [a, b] ∩ [c, c + ∆ となる任意の

有界閉区間に対して

)

|f(c)|ϕ(B) < ε となる。そこで/2 η = min{∆, δ(c とおき、)} x ∈ (c, c + η)∩ [a, b を選ぶ。

一方、積分区間分割に関する積分の性質から

]∫ x

c
fdϕ = F (x) − F (c である。) {([c, x], c は)} [a, b の] δ 細仕切

りだから、

-

∣∣∣∣|f(c)|ϕ([c, x]) − |F (x) − F (c)|
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣f(c)ϕ([c, x]) −
∫ x

c

fdϕ

∣∣∣∣ <
ε

2
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となる。故に、|F (x)− F (c)| < 、ε はF で右連続である。主張の後半部分も同様に証明できる。c

注意：上の結果から、「

�

がF c ∈ [a, b で連続である必要十分条件は] がϕ c ∈ [a, b で連続であるか] f(c) =

となることである」。

主張

0

3.2. 数列1 {ak を与え、関数を以下のように定める時}

f(x) = ak if k − 1 ≤ x < k for k = 1, 2, · · · =⇒
(
∃

∫ ∞

0

f ⇐⇒ ∃
∞∑

k=1

ak

)

証明：

.

∃
∫ ∞
0

f ⇐⇒ ∃ limt→∞
∫ t

0
でありかつf

∫ ∞
0

f = limt→∞
∫ t

0
となることは知られている。f [0, t 上

で可算個の点を除いて

]

の原始関数はf
∫ t

0
f =

∑m
k=1 ak + (t − m)am+1 (m ≤ t < m + 1 で与えられる。故

に、

)

∃
∫ ∞
0

のとき、f を整数に制限してt
∫ ∞
0

f = limm→∞
∫ m

0
f =

∑∞
k=1 a となる。逆にk ∃

∑∞
k=1 a のとき、k

limm→∞ am = となっている。だから、0 limt→∞
∫ t

0
f = limm→∞

∑m
k=1 ak =

∑∞
k=1 ak.

主張

�

3.2. どんな収束級数にも対応する2 HK 積分可能な関数を構成できる。

概略

-

実数値の級数:
∑∞

k=1 a が収束しているならば、k cn = 1 − 2− とおくとき、n

h(x) =




2kak for x ∈ [ck−1, ck),

0 for x = 1,
=⇒ h ∈ RHK([0, 1]) and

∫ 1

0

h =
∞∑

k=1

ak

レポート問題：上の主張を証明せよ。

定理

.

3.2.2 (Squeeze Theorem) f ∈ RHK(I;ϕ となる必要十分条件は任意の) ε > に対し２つの関数0

φε, ψε ∈ RHK(I; ϕ で、任意の) x ∈ でI φε(x) ≤ f(x) ≤ ψε(x であり)∫
I

( ψε(x)− φε(x))dϕ ≤

となるものがあること、である。

証明：

ε

=⇒): f ∈ RHK(I ; より、任意のϕ) ε > に対し0 φε = ψε = とおく。f

⇐ 任意の=): ε > をとる。もし0 φε ≤ f ≤ ψ ならば、ε 上の任意のI ˙ に対しP

σṖ(φε;ϕ) ≤ σṖ(f ; ϕ) ≤ σṖ(φε;ϕ).

φε ∈ RHK(I ; ϕ より) 上のゲージI δ′ε > があって、もし0 Ṗ � δ′ ならばε |σṖ(φε; ϕ) −
∫
I
ϕεdϕ| ≤ 故にε∫

I
ϕεdϕ − ε ≤ σṖ(φε;ϕ となる。同様に、) 上のゲージI δ′′ε > があって、もし0 Ṗ � δ′′ ならばε σṖ( ψε;ϕ) ≤∫

I
ψεdϕ + ε. δε = min{δ′ε, δ′′ε とおく。もし} Ṗ � δ ならばε∫

I

ϕεdϕ| − ε ≤ σṖ(f ; ϕ) ≤
∫

I

ψεdϕ +

もし

ε

Q̇ � δ ならばε

−
∫

I

ψεdϕ − ε ≤ −σQ̇(f ;ϕ) ≤ −
∫

I

φεdϕ| +

両辺を加えて

ε.

−
∫

I

(ψε − φε)dϕ − 2ε ≤ σṖ(f ;ϕ) − σQ̇(f ; ϕ) ≤
∫

I

( ψε − φε)dϕ + 2

となる。故に

ε

|σṖ(f ;ϕ) − σQ̇(f ;ϕ)| ≤
∫

I

( ψε − φε)dϕ + 2ε ≤ 3ε.

ε > は任意だったから、0 はf Cauch の判定条件を満たす。故にy はF H 積分可能である。K- �
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定理 3.2.3 を有界閉区間f [a, b 上の関数で、任意の] c ∈ (a, b に対して) f ∈ RHK([a, c], ϕ なるものとする。

もし極限

)

limc→b−0

∫ c

a
fdϕ = が存在するならば、I f ∈ RHK([a, b], ϕ であり、)

∫ b

a

fdϕ = I + f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]

特に、

.

がϕ で左連続ならばb
∫ b

a
fdϕ = となる。

証明：任意に

I

ε > をとり0 c ∈ (a, b を) c < t < かつb

|f(b)|·[ϕ(b − 0)− ϕ(t)] < ε and
∣∣∣∣
∫ t

a

fdϕ − I

∣∣∣∣ <

を満たすように選ぶ。狭義単調増加数列

ε

{xn}∞n= を0 [a, b の中に) x0 = a, limxn = となるように選ぶ。b

Henstoc の補題より、k [xn−1, xn 上の正関数] δ を、n [xn−1, xn の任意の] δn- 細仕切りP {(A1, ξ1), · · ·, (Ap, ξp

に対して

)}

p∑
i=1

∣∣∣∣f(ξi)ϕ(Ai) −
∫

Ai

fdϕ

∣∣∣∣ < ε2−

となるようにとれる。そこにおいて、一般性を失うこと無しに

n

δ1(x0) ≤ x1− 、更に、任意のx0 y ∈ (xn−1, xn)n =

1, 2, · · に対し、·

δn+1(xn) = δn(xn) ≤ min{xn − xn−1, xn+1 − xn}, δn(y) ≤ min{y − xn−1, xn − y

と仮定することができる。

}

[a, b 上の正関数] をδ

δ(y) =




δn(y), c ∈ [xn−, xn], n = 1, 2, · · ·,

b − c, y =

と定め、

b

[a, b 上の] δ- 細仕切りP P = {(A1, ξ1), · · ·, (Ap, ξp) を選ぶ。適当に番号を付け替えると、} Ai = [ti−1, ti 、]

a = t0 < · · · < tp = とできる。b ti−1 < ξi < t のときi ([ti−1, ti], ξi を) {([ti−1, ξi], ξi), ([ξi, ti], ξi で置き換え

ると、

)}
[a, b 上の] δ- 細仕切りP でQ σ(f,Q) = σ(f,P となるものが得られる。そこで一般性を失わずに)

{ξ1, · · ·, ξp} ⊂ {t0, t1, · · ·, tp

と仮定できる。もし

}.

Pn = {(Ai, ξi) | Ai ⊂ [xn−1, xn] で、} がk xk ≥ tp− なる最初の正整数とすると、正関数1

の定義からδ

(i) n = 1, · · ·, k − に対して1 P はn [xn−1, xn の] δn- 細仕切りである。P

(ii)P はk [xk−1, tp−1 の] δk- 細仕切りである。特に、P はPk [xk−1, xk の] δk- 細仕切りである。P

(iii) P = (∪k
n=1Pn) ∪ {([tp−1, b], b

が分る。これより、

)}

∫ tp−1

a

fdϕ =
k−1∑
n=1

∫ xn

xn−1

fdϕ +
∫ tp−1

xk−1

fd

であるから、

ϕ

∣∣σ(f,P) − I − f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]
∣∣ ≤ ∣∣f(b)[ϕ(b) − ϕ(tp−1)] − f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]

∣∣ +
k−1∑
n=1

∣∣∣∣σ(f,Pn) −
∫ xn

xn−1

fdϕ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣σ(f,Pk)−
∫ tp−1

xk−1

fdϕ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫ tp−1

a

fdϕ − I

∣∣∣∣

< |f (b)|·[ϕ(b−) − ϕ(tp−1)] +
k∑

n=1

ε2−n + ε < 3ε. �
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注意：上の定理は「H 積分には広義積分は存在しない」別の表現をすれば「広義積分的な操作をしてもK-

HK 積分可能なクラスは拡がらない」ことを示している。注意：-
∫ 1

0
x−s cos x− について1

主張

.

3.2.3 s < ならば2 f ∈ RHK([0, であるが、1]) s < のときのみ1 f ∈ RM ([0, 1 である。即ち、一般に])

RM ([0, 1]) ⊂ RHK ([0, 1 だが、真に含まれている])

定義

.

3.2.1 P = {([x0, x1], ξ1), ([x1, x2], ξ2), · · ·, ([xn−1, xn], ξn) が} I = [a, b の仕切りであるとは、] I = ∪n
i−1[xi−1, xi

かつ

]

ξi ∈ なる事を言う。更に正の関数R をとるとき、この仕切りδ がP δ 細とは、- i = 1, 2, · · ·, n [xi−1, xi] ∈
U (ξi, δ(ξi となることである。

定義

))

3.2. 関数2 がf 上でI M 積分可能とは、ある数- があって、任意のA ε > に対して正関数0 があって、δ

の任意のI δ 細仕切り- に対してP
|σ(f,P) − A| <

となることである。このとき

ε

f ∈ RM ([0, 1] と書き、) A =
∫ b

a
と表示する。

上の主張

f

5.7 の証明は後に与える。

主張

.2

3.2.4

F (x) =




x2 cos πx−2 0 < x ≤ 1,

0 x = 0,
f(x) =




2x cos πx−2 + 2πx−1 sin πx−2 0 < x ≤ 1,

0 x = 0

とおくと、

,

f /∈ RM ([0, 1 となる。])

主張を背理法で示そう。∵) f ∈ RM ([0, 1] とすると、) |f | ∈ RM ([0, 1] 、特に)

RM ([0, 1]) � g(x) =




x−1| sin πx−2| 0 /∈ x,

0 x = 0

変数変換

.

21t = x− により2

∫ 1

0

gdx ≥
∫

1/
√

n

| sin πx−2|
x

dx =
1
2

∫ n

1

| sin πt|
t

=
1
2

n∑
k=2

∫ k

k−1

| sin πt|
t

≥ 1
2

n∑
k=2

1
k

∫ k

k−1

| sin πt| =
1
π

n∑
k=2

1
k
→ ∞ (n → ∞ 矛盾).

注意：この場合、関数

!

はf 積分可能ではないにもかかわらず、積分値があればM それは F (1)−F ( に

なるはずと考えられる。

0)

3.2. 計算例：1
∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

まずこれが広義

2

(improper) R 積分可能であることを思い出そう。- 0 < v < u < とし、部分積分を用

いて

∞

∣∣∣∣
∫ u

v

sin x

x
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
[
− cos x

x

]u

v

−
∫ u

v

cos x

x2
dx

∣∣∣∣
≤ 1

u
+

1
v

+
∫ u

v

1
x2

dx =
2
v
→ 0 (v → ∞).

2 積分記号下の変数変換則、代入1 (substitution はすぐ後に証明する)
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これより、Cauch の判定条件が満たされていることが分かり、広義y R 積分として存在する。また、絶対積分

可能ではない

-

; ∫ (n+1)π

nπ

|sin x|
x

dx =
∫ π

0

sin x

x + nπ
dx >

1
(n + 1)π

∫ π

0

sin x dx

=
2

(n + 1)π
>

2
π

∫ n+2

n+1

dx

x
∫ nπ

0

|sinx|
x

dx >
2
π

∫ n+1

1

dx

x
=

2
π

log (n + 1) → ∞ (n → ∞)

積分値の求め方

.

：関数1

g(x) =




(
x
2

)−1 −
(
sinx

2

)−1 0 < x ≤ π,

0 x =

が

0

[0, π で連続であること及び] limn→∞
∫ π

0
g(x)sin(2n+1

2 x)dx = （0 Riemann-Lebesgu の定理）を用いて、広

義

e

積分での極限操作の交換可能性よりR

∫ ∞

0

sin x

x
dx = lim

n→∞

∫ (2n+1)π/2

0

sin x

x
dx = lim

n→∞

∫ π

0

sin 2n+1
2 t

2sin t
2

dt

= lim
n→∞

∫ π

0

(
1
2

+ cos t + cos 2t + · · · + cos nt

)
dt =

π

2

積分値の求め方

.

2 収束因子を用いる方法( ：広義) 積分R

F (t) =
∫ ∞

0

e−tx sin x

x
d

が定義でき、微分もできて

x

F ′(t) = − 1
1 + t2

(t > 0), lim
t→∞

F (t) =

となる。これより

0

F (t) =
π

2
− arctan t (t >

であり、

0)

∫ ∞

0

sin x

x
dx = lim

t→0
F (t) = F (0) =

π

2

積分値の求め方

.

3 重積分を用いる方法( ：) t > とすると以下の広義0 積分はR
∫ ∞

0

e−txcos sxdx =
t

t2 + s

であり、この

2

積分はR に関して一様に収束する。故に、s 積分の順序交換が出来てR
∫ 1

0

( ∫ ∞

0

e−txcos sxdx

)
ds =

∫ ∞

0

(∫ 1

0

e−txcos sxds

)
dx =

∫ ∞

0

e−tx sin x

x
d

となる。上式より

x

∫ ∞

0

e−tx sin x

x
dx =

∫ 1

0

t

t2 + s2
ds = arctan

1
t

(t >

となるから、

0)

t → として結果が従う。0
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積分値の求め方 4 複素積分を用いる方法( ：) f(z) = eiz/ はz C \ { で正則だがこの領域は星形ではない。0}
D = C \ {iy | y ≥ とするとこれは0} に関し星形で、閉曲線i を図のようにとると、C Cauch の定理よりy

∫
C

f =
4∑

k=1

∫
Ck

f +
∫ R

ε

f +
∫ −ε

−R

f =

が成立する。また

0

∫ R

ε

f +
∫ −ε

−R

f =
∫ R

ε

x−1(eix − e−ix)dx

= 2i

∫ R

ε

x−1 sin xdx → 2i

∫ ∞

0

x−1 sin xdx (ε → 0, R →

だから、他の項を計算すれば良い。

∞)

C では1 z = R + y だからi

∣∣∣∣
∫

C1

f

∣∣∣∣ ≤ 1
R

∫ T

0

e−ydy ≤ 1
R

∫ ∞

0

e−ydy =
1
R

→ 0 (R → ∞

同様に

)

C で3

∣∣∣∣ ∫
C3

f

∣∣∣∣ → 0 (R → ∞). C では2 z = x + T でi

∣∣∣∣
∫

C2

f

∣∣∣∣ ≤ 2Re−T

T
→ 0 (T → ∞

となる。

)

での0 Taylo 展開よりr f(z) = 1
z + g(z で、) g(z は収束半径) の整級数である。∞ sup|z|≤1 |g(z)| =

とおくと

M

∣∣∣∣
∫

C4

g(z)
∣∣∣∣ ≤ πεM → 0 (ε → 0

である。変数変換

)

z = e よりiθ ∫
C4

z−1dz =
∫ 0

π

idθ = −π

となるから

i

∫
C4

f(z)dz → −πi (ε → 0

である。故に

)

2i

∫ ∞

0

x−1 sin xdx − πi = 0.

図

�

1 積分路表示

レポート問題：この関数

:

f(x) = sin x がx [0, 上で∞) HK 積分可能なことを直接示せ。-
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微積分の基本定理

定義

4

4.0.3 I = [a, b とし、関数] F, f : I → を考える：R

(a) がF 上でI の原始関数f (primitive, anti-derivative とは、任意の) x ∈ に対しI F ′( が存在しx) F ′(x) = f

となることである。

(x)

(b) がF 上でI のf a.e22 原始関数とは、- がF 上で連続であり、ゼロ集合I があってE x ∈ I \ に対しE

F ′(x) = f 、また(x) x ∈ に対しE F ′( が存在しないか、存在してもx) f( と一致しないときをいう。集合x)

が可算集合（或いは有限集合）

E

の時、 をF のf cme23 原始関数（或いは- fme24 原始関数）という。

補題

-

4.0.3 (The straddle lemm 関数a) F : I → がR ξ ∈ で微分可能とする。任意のI ε > に対して0

δε(ξ) > があって、0 u,v ∈ がI

ξ − δε(ξ) ≤ u ≤ ξ ≤ v ≤ ξ + δε(ξ

を満たすならば

)

|F (v) − F (u) − F ′(ξ)(v − u)| ≤ ε(v −

ポイント：微分可能の定義からは

u).

F (ξ + h)−F (ξ)−F ′(ξ)h = o(| が従うが、この補題はh|) F ′(ξ と) F

の

(x)

近辺での振る舞いとを関連付けている。

補題

ξ

4.0.4 (Henstock or Saks-Henstock lemma) を有界閉区間ϕ I = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ 上の増

加関数とする。

∞)

を有界閉区間とし、I f ∈ RHK(I; ϕ とする。任意の) ε > に対し、以下の性質を満たす有界

閉区間

0

上の正関数I が存在する：δ の中のI δ 細仕切り- Ḋ = {(I1, ξ1), · · ·, (Ip, ξp) 、及びそれの任意の部分仕

切り

}
Ḋ′ = {(Ii1 , ξi1), · · ·, (Iiq , ξiq に対して)}

∣∣∣∣
q∑

k=1

f(ξik
)ϕ(Iik) −

∫
∪q

k=1Iik

fdϕ

∣∣∣∣ < ε,

q∑
k=1

∣∣∣∣f(ξik )ϕ(Iik
) −

∫
Iik

fdϕ

∣∣∣∣ < ε

ポイント：

.

f(ξj)(bj − aj は) F (bj)− F (aj の近似値であり) F (bj)− F (aj)− f(ξj)(bj − aj は誤差と考え

られる。

)

H 積分の定義より誤差の総和は小さいことは保証されているが、実は、誤差の絶対値の総和も小さ

いことがこの

K

Henstoc の補題の意味である。更に、如何なる部分和の誤差も小さい事も示されている。この

補題は

k

H 積分可能な関数の不定積分の連続性の証明に使われる。

定理

K

4.0.4 (Fundamental Theorem I) が閉区間F I = [a, b 上で] cme 微分可能ならば、- F ′ ∈ RHK(I,

であり、更に

λ)

∫ b

a

F ′dλ = F (b) − F (a

証明：

).

C = {ck}∞k= 以外で1 は微分可能とする。F f(ck) = と仮定して一般性を失わない0 2 。5 ε > 0,

ξ ∈ [a, b] \ に対してC δε(ξ) > を補題0 3.2 のように定める。.1 ξ ∈ のときC ξ = c なる整数k k ∈ がある。N

の

F

c における連続性からk δε(ck) > があって0 z ∈ [a, b かつ] |z−ck| ≤ δε(ck なるとき、) |F (z)−F (ck)| ≤ ε2−k−

となる。これで

2

[a, b 上の正関数] δε(ξ が定まる。) Ṗ = {([xi−1, xi], ξi)}n
i= を1 δε 細- 仕切りとする。もしP (i)

22almost everywhere
23countably many exceptions, or nearly everywhere
24finitely many exceptions
2 零集合での値は積分の値に影響しないことは、この記事の都合上後述5
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{ξi} ∩C 
= ならば、そのまま上の補題∅ 3.2. の証明を用いれば良い。2 (ii 整数) k ∈ があってN ξi = c となっ

ているときは
k

|F (xi) − F (xi−1) − f(ck)(xi − xi−1)| ≤ |F (xi) − F (ck)| + |F (ck) − F (xi−1)|+ |f(ck)(xi − xi−1)|

≤ ε2−k−2 + ε2−k−2 + 0 = ε2−k−1.

の点はC ˙ の高々２つの部分区間の目印となるので、P ξi ∈ なるものの和はC

∑
ξi∈C

|F (xi) − F (xi−1) − f(ck)(xi − xi−1)| ≤
∞∑

k=1

ε2−k =

となる。

ε

ξi 
∈ のときは、補題C 3.2 より.1

∑
ξi 
∈C

|F (xi) − F (xi−1) − f(ξi)(xi − xi−1)| ≤ ε
∑
ξi 
∈C

(xi − xi−1) ≤ ε(b − a).

˙ をP δε 細- 仕切りとするとP

|F (b) − F (a) − σṖ(f)| ≤ ε(1 + b − a).

注意：

�

Lebesgu の特異関数e 2 は上の定理での可算集合6 を零測度集合とは置き換えられない例である。

また、上の定理での

C

の連続性を取り除くことも出来ないことは以下の例で示される；F F = χ[0,1 として]

∫ 1

−1

χ′
[0,1]dλ = 0 
= 1 = χ[0,1](1) − χ[0,1](−1) ∵) χ′

[0,1] = 0 for x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1

定理

).

4.0.5 (Fundamental Theorem II) f ∈ RHK(I とし、) はf c ∈ [a, b で右極限) をもつとする。この

とき、

A

Fu(x) =
∫ x

u

とおくと、これは

f

で右微分可能でc となる。

証明：本質的に変わらないので、

A

u = の場合のみ考察し、a F をa と記す。F をh 0 < h < なるものとす

る。

η

は可積分なのでf [a, c], [a, c + h], [c, c + でも可積分でh] F (c + h)−F (c) =
∫ c+h

c
となる。f はf c ∈ [a, b

で右極限

)

をもつので、A x ∈ (c, c+η で) A− ε ≤ f(x) ≤ A+ となる。これよりε (A− ε)h ≤
∫ c+h

c f ≤ (A+ε

となるので、

)h

∣∣∣∣F (c + h) − F (c)
h

− A

∣∣∣∣ ≤
となる。故に

ε

F ′
+(c) = lim

h→0+

F (c + h) − F (c)
h

= A.

もう少し詳しく考察するために、以下の概念を準備する：

定義

�

4.0.4 F : [a, b] → とする。R

(i) が集合F E ⊂ [a, b 上で絶対連続] AC(=absolutely continuous とは、任意の) ε > に対してある0 δ > が

あって、すべての互いに疎

0

な有限個の開区間27 {(xi, yi)}N
i=1 (xi, yi ∈ E に対して)

∑N
i=1(yi − xi) < なる限

り、

δ∑N
i=1 |F (xi) − F (xj )| < となることをいう。ε

2 付録参照6

27i �= ならばj (xi, yi) ∩ (xj , yj) = ∅
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(ii) が集合F E ⊂ [a, b 上で狭義絶対連続] AC∗(=absolutely continuous in the restricted sense とは、任意の)

ε > に対してある0 δ > があって、すべての互いに疎な有限個の開区間0 {(xi, yi)}N
i=1 (xi, yi ∈ E に対して)∑N

i=1(yi − xi) < なる限り、δ
∑N

i=1 supx,y∈[xi,yi] |F (x) − F (y)| < となることをいう。ε

(iii) が集合F E ⊂ [a, b 上で狭義一般絶対連続] ACG∗ (=generalised absolutely continuous in the restricted

sense とは、) が連続で、F が可算個の集合の合併で、その各集合上でE がF AC なることである。∗

(iv 関数) f : I → がR E ⊂ 上で零変動R (negligible variation)である（f ∈ NVI(E)と記す）とは、任意の

ε > に対し0 上のゲージE δ があって、ε Ṗ0 = {[aj , bj ], ξj}s
j= が1 の任意のI (δε, E 細仕切りならば)-

s∑
j=1

∣∣f(bj) − f(aj)
∣∣ ≤

を満たすことをいう。ここで

ε

(δε, E 細仕切りとは)- δε 細仕切りであって全ての目印点が- ξj ∈ を満たすこと

をいう。

定理

E

4.0.6 (Fundamental Theorem II*) f ∈ RHK(I) (I = [a, b] とすると、) の任意の不定積分f はF

上連続であり、殆ど到る所で微分可能で

I

のf a.e 原始関数となっている。即ち、零集合- Z ⊂ があって、任意

の

I

x ∈ I に対して\Z
F ′(x) = f

コメント：この定理の証明には、今少し準備が必要である。講義時間の関係で説明できるかどうか怪しい

のでこの証明は別に用意する事にし、差し当たりこの定理が成立すると認めて先に進もう。

主張

(x).

4.0. 『5 がf HK 積分可能である』- ⇐ 『⇒ AC な関数G∗ があってF F ′ = f (a.e. となる。このとき更

に、

)

F (x) − F (a) =
∫ x

a
となる』

主張

f

4.0.6 ACG ならば、ほとんど至る所微分可能∗ [differentiable almost everywher である。

主張

e]

4.0.7 (i) f ∈ NVI(E ならば) はf の各点で連続である。逆に、E の可算集合I でC f : I → がR の

各点で連続ならば、

C

f ∈ NVI(C である。)

(ii しかし、零集合) Z ⊂ に対し、I 上の全ての連続関数がI NVI(Z とは限らない。例えば、) Cantor-Lebesgu

の特異関数は

e

[0, 上で単調増加で連続だが1] NVI(Γ ではない。ここで) はΓ Canto 集合。

定理

r

4.0.7 (Fundamental Theorem of Calculus) (I) f, F : [a, b] → とする。

『

R

f ∈ RHK([a, b] で、任意の) x ∈ [a, b に対して] F (x) =
∫ x

a
となる』f

⇐ 『関数⇒ がF [a, b 上] AC 、G∗ F (a) = かつ、0 (a, b 上ほとんど至る所) F ′ = となる。

更に、

f∫ b

a
が存在し、f x ∈ (a, b で) が連続ならばf d

dx

∫ x

a
f = f となる』(x)

(II) F : [a, b] → とする。

『

R

がF [a, b 上] ACG である』∗

⇐ 『⇒ (a, b 上ほとんど至る所) F が存在し、′ F は′ [a, b 上] HK 積分可能で、

任意の

-

x ∈ (a, b に対して)
∫ x

a
F ′ = F (x)− F (a となる』

系

)

4.0.3 F : [a, b] → をR [a, b 上連続で] (a, b 上) 微分可能とする。すると、cme F は′ [a, b 上] HK 積分可能

で、任意の

-

x ∈ (a, b に対して)
∫ x

a F ′ = F (x)− F (a となる。)
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主張 4.0.8 f ∼ とはg f = g (a.e なるものとする。ベクトル空間を)

A = {f | [a, b](⊂ [−∞, 上∞]) HK 積分可能な関数- }/ ∼,

B = {f | AC かつG∗ f(a) = 0

と定めるとき、積分と微分は逆演算である。実際、演算

}

を任意の
∫

f ∈ に対してA
∫

[f ](x) =
∫ x

a
、演算f

を任意の

D

f ∈ に対してB D[f ](x) = f ′(x と定めると、微分積分の基本定理は)

D ◦
∫

= IA,

∫
◦D = IB

主張

.

4.0.9 f ∈ RHK(I であり) g : I → はR 上でI g(x) = f(x) a.e なるものとする。このとき、. g ∈ RHK(I

であり

)∫
I
f =

∫
I
となる。

定理

g

4.0.8 (Characterization Theorem) F : I → が関数R f ∈ RHK(I の不定積分である必要十分条件

は零集合

)

Z ⊂ があって、任意のI x ∈ I \ でZ F ′(x) = f(x であり、かつ) F ∈ NVI(Z なることである。更

に、このとき任意の

)

x ∈ に対してI ∫ x

a

f = F (x)− F (a). (3

証明：

)

=⇒) f ∈ RHK(I とし) G(x) =
∫ x

a とおく。このとき定理f 5 により零集合.6 Z ⊂ があって、各

点

I

x ∈ I \ でZ G′(x) = f(x となる。そこで)

f1(x) =




f(x) x ∈ I \ Z,

0 x ∈

と定義すると、主張

Z

より4.0.9 f1 ∈ RHK(I であり、) はG f の1 を基点とする不定積分である。故に、任意

の

a

ε > に対しゲージ0 があってηε Ṗ � η ならばε∣∣∣∣
∫ b

a

f1 − σ(f1; Ṗ)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
ε

さて、

.

Ṗ0 = {([aj, bj], ξj)}s
j− を1 の任意のI (ηε, Z 細仕切りとする。)- ˙ はP0 のあるI ηε 細仕切り- ˙ の部分集合

となるから、

P
Henstoc の補題k 3.2. より2

s∑
j=1

∣∣∣∣f1(ξj)(bj − aj) −
∫ bj

aj

f1

∣∣∣∣ ≤

となる。このとき、

ε

f1(ξj) = かつ0
∫ bj

aj
f1 = G(bj)−G(aj)(j = 1, · · ·, s だから、)

∑s
j=1 |G(bj)−G(aj)| ≤ と

なる。

ε

Ṗ は任意の0 (ηε, Z) 細仕切りだったから、- はG 上で零変動をもつ。Z の任意の不定積分f をとると、F

F = G+F (a だから任意の) x ∈ I\ に対してZ F ′(x) = G′(x) = f(x であり、更に) F (aj)−F (bj) = G(aj)−G(bj

より

)

F ∈ Nbi(Z となる。また) G(x) = F (x) − F (a だから) が成り立つ。(3)

⇐=) を零集合、Z F ∈ Nbi(Z が) I \ 上で微分可能とする。Z

f(x) =




F ′(x) x ∈ I \ Z,

0 x ∈

と定めたとき、

Z

f ∈ RHK(I であり) はF の不定積分であることを示す。

任意の

f

ε > に対してゲージ0 δ を次のようにつくる：ε x ∈ I \ に対してZ Straddl の補題e より、3.2.1 δ

があって
ε

x ∈ [u,v] ⊂ [x − δε(x),x + δε のとき(x)]
∣∣F (v) − F (u) − f(x)(v − u)

∣∣ ≤ ε(v − u).

25



また F ∈ Nbi(Z だから、) x ∈ に対してはZ δε を、任意の(x) (δε, Z 細仕切りに対して)-

s∑
j=1

∣∣F (bj) − F (aj)
∣∣ ≤

となるようにとれる。

ε

Ṗ = {([aj, bj], ξj)}n
j= を1 のI δε 細仕切りとし、- F (b) − F (a) =

∑n
i=1(F (bi) − F (ai に注意すると))

∣∣F (b) − F (a) − σṖ(f)
∣∣ =

∣∣ n∑
i=1

[F (bi) − F (ai) − f(ξi)(bi − ai)]
∣

となる。

∣

ξi ∈ ではZ f (ξi) = となるから、上の等式の足し算を分割して0

≤
∑
ξi∈Z

∣∣F (bi) − F (ai)
∣∣ +

∑
ξi∈I\Z

∣∣F (bi) − F (ai) − f(ξi)(bi − ai)
∣∣

≤ ε +
∑

ξi∈I\Z

ε(bi − ai) ≤ ε(1 + b − a).

ε > は任意だったから、0 f ∈ RHK(I かつ) F (b) −F (a) =
∫ b

a
となる。任意のf [a, x] ⊂ に対しても同様に議

論できる。

I

�

収束定理5

5. 階段関数、統制的関数

定義

1

5.1.1 (i) s : I → がR I = [a, b 上の階段関数] (step function)とは、 の分割I {[ci−1, ci]}n
i= と実数列1

{ϕi}n
i= があって1

x ∈ (ci−1, ci), (i = 1, · · ·, に対してn) s(x) = ϕi, i.e. s(x) =
n∑

i=1

ϕiχ(ci−1,ci)

となることである。

(x)

(ii 関数) f : I → がR I = [a, b 上で 統制的] (regulated) であるとは、任意の ε > に対し階段関数0

sε : I → でR

|f(x) − sε(x)| ≤ ε for x ∈

なるものが存在することである。

注意：

I

Lebesgu 積分論で用いられる単関数e (simple function)とは、Lebesg 可測かつその関数値が有

限集合をなす関数のことである。

定理

ue

5.1. 関数1 f : I → がR I = [a, b 上で統制的ならば] f ∈ RHK(I である。

証明：任意の

)

ε > に対して階段関数0 sε : I → でR |f(x)− sε(x)| ≤ ε, x ∈ となるものが存在する。故にI

sε − ε ≤ f(x) ≤ sε + ε for x ∈ [a, b]
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そこで、ϕε(x) = sε − 、ε ψε(x) = sε + ε, x ∈ とおくと、階段関数I ϕ 、ε ψ は可積分でε ϕε(x) ≤ f(x) ≤ ψε

を満たす。更に、

(x)

∫ b

a

( ψε − ϕε)dϕ = 2ε
∫ b

a

dϕ = 2ε(ϕ(b) − ϕ(a)

だから、

)

1 月1 日にやった19 Squeez 定理によりe f ∈ RHK([a, b];ϕ 。)

定理

�

5.1. 関数2 f : I → がR I = [a, b 上で統制的なる必要十分条件はすべての] x ∈ で右極限、左極限を持

つことである。

証明：

I

この証明は講義中にはやらず、演習問題とした( )

=⇒ 明らかに、任意の階段関数は、すべての点で一方向からの極限を持つ。さて、任意の点): c ∈ [a, b に対して)

は

f

で右極限を持つことを示そう。任意のc ε > に対して階段関数0 sε : I → でR |f (x)−sε(x)| ≤ εx ∈ となるも

のが存在する。

I

は階段関数だから、極限sε limx→c+0 sε が存在するので、(x) δε(c) > があって0 x,y ∈ (c, c+δε(c

ならば

))

sε(x) = sε(y である。故に、) x, y ∈ (c, c + δε(c に対し))

|f(x) − f(y)| ≤ |f (x)− sε(x)|+ |sε(x) − sε(y)| + |sε(y) − f(y)| ≤ ε + 0 + ε =

となる。

2ε

ε > は任意だったから、実数での0 Cauch の判定条件によりy limx→c+0 f が存在することが示され

た。

(x)

c ∈ (a, b に対して同様の議論で極限] limx→c−0 sε が存在することも分る。(x)

⇐=): の全ての点I t ∈ でI が右、左極限を持つとする。これより、f Cauch の議論で、任意のy ε > に対し0

上のゲージI δ があってε y1, が共にy2 [t−δε(t), t 、或いは共に) (t, t+δε(t に入っているならば)] |f (y1)−f(y2)| ≤
となる。

さて

ε

Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n
i= を1 のI δε 細- 仕切りとする。P を目印点か分割点z

a = x0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ xi−1 ≤ ti ≤ xi ≤ · · · ≤ tn ≤ xn =

とするとき、

b

sε(z) = f(z と定める。開区間) (xi−1, ti) ⊂ [ti − δε(ti), ti では、) sε(x) = f(2−1(xi−1 + ti と定

めると、

))

|f (x) − sε(x)| = |f (x)− f(2−1(xi−1 + xi))| ≤

同様に、開区間

ε.

(ti, xi) ⊂ (ti, ti + δε(ti) では、] sε(x) = f(2−1(ti + xi と定めると、))

|f(x) − sε(x)| = |f (x) − f(2−1(ti + xi))| ≤ ε

故に、階段関数

.

は全てのsε x ∈ でI |f(x)− sε(x)| ≤ を満たす。ε ε > は任意だったから、0 は統制的である。f

系

�

5.1.1 上の連続関数、単調関数は統制的、従ってI H 積分可能である。

証明：連続関数及び単調関数は左右の極限を持つので、定理

K

5.1. より統制的である。故に、定理2 5.1. よ

り

1

H 積分可能である。K

定理

�

5.1.3 上で統制的な関数の不連続点はI の高々可算集合である。

証明：

I

この証明は講義中にはやらず、演習問題とした(

各

)

n ∈ に対して階段関数N sn : I → があってR

|f(x) − sn(x)| ≤ 1/n for x ∈ I
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となる。各 の不連続点は有限集合sn D だから、n D = ∪∞
n=1D はn の可算集合である。I c ∈ I \ とすると

き、

D

はc の連続点であることを示す。任意のf ε > に対して0 N > 1/ となるε をとると、任意のN x ∈ でI

|f (x) − sN (x)| ≤ 1/N < となる。ε はsN で連続だから、あるc γ > があって0 |x − c| < かつγ x ∈ ならばI

|sN (x)− sN (c)| ≤ である。これらより、ε

|f (x)− f(c)| ≤ |f (x)− sN (x)|+ |sN (x) − sN (c)| + |sN (c) − f(c)| ≤ 3ε. �

5.2 HK 積分での収束定理

定理

-

5.2.1 (The monotone convergence theorem 以下を仮定する：)

( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I は) [a, b 上殆ど到る所で] f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · であり· f に収束し、(x)

(ii) limn→∞
∫ b

a
fn = とする。

このとき、

A

f ∈ RHK(I であり、かつ)
∫ b

a
f = となる。

証明：

A

H 積分の積分値は測度零集合での関数の振舞いに依存しないので、すべての点でK fn( はx) f

に収束すると仮定して一般性を失わない。

(x)

Fn(a, b) =
∫ b

a
fn(x とおく。すると、任意の) ε > と各点0 ξ ∈ [a, b

に対し

]

m(ε, ξ) ∈ があってN

|fm(ε,ξ)(ξ) − f(ξ)| <

となる。また、

ε

fn ∈ RHK(I より、) は原始関数fn F を持ちn Fn(u,v) = Fn(v) − Fn とおくと、(u) Henstoc

の補題より正関数

k

δn(ξ) > と0 δn 細- 仕切りP Ḋ = {([u,v], ξ があって)}
∑ ∣∣Fn(u,v) − fn(ξ)(v − u)

∣∣ < ε2−

となる。そこで

n

ξ ∈ [a, b に対して] δ(ξ) = δm(ε,ξ)(ξ とおく。任意に) δ 細- 仕切りP Ḋ = {([u, v], ξ) をとると}

|
∑

f(ξ)(v − u) − A| ≤
∑

|f(ξ) − fm(ε,ξ)(ξ)|(v − u)

+
∑

|fm(ε,ξ)(ξ)(v − u) − Fm(ε,ξ)(u, v)| + |
∑

Fm(ε,ξ)(u,v) − A|

< ε(b − a) +
∞∑

n=1

ε2−n + |
∑

Fm(ε,ξ)(u, v)− A

となる。故に最後の項を小さくとれれば良い。

数列

|

{Fn(u,v) は単調増加だからその極限がありそれを} F (u,v と書こう。また、仕切り) ˙ に随伴する

点

D
{ξ は有限個であり対応する数} {m(ε, ξ) も有限個である。} をそれらp {m(ε, ξ) の最小値とすると、}

Fp(a, b) =
∑

Fp(u, v) ≤
∑

Fm(ε,ξ)(u, v) ≤
∑

F (u,v) = F (a, b) = A

一方仮定

.

(ii より整数) m があって0

0 ≤ A − Fm(a, b) < ε (m ≥ m0

となる。整数

)

m(ε, ξ を) m(ε, ξ) ≥ なるように選んでおけばm0

|
∑

Fm(ε,ξ)(u,v) − A| ≤ A − Fp(a, b) < ε.

補題

�

5.2.1 f1, f2, g, h ∈ RHK(I とし、) 上殆ど至る所でI g(x) ≤ fi(x) ≤ h(x)(i = 1, 2 とする。このとき)

max{f1, f2}, min{f1, f2} ∈ RHK(I となる。ここで、) max{f1, f2}(x) = max{{f1(x), f2(x)} (a.e. x ∈ I 等と

いう意味である。

)
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証明：Fi(u,v) =
∫ v

u
とおく。まずfi g(x) = 0, x ∈ と仮定する。I F ∗(u,v) = max{F1(u,v), F2(u, v) と

すると

}
F は区間に関し加法的ではないが、∗ x < y < に対しz

F ∗(x,z) ≤ F ∗(x, y) + F ∗(y, z

となる。任意の

)

の分割I D = {[u, v] に対し}

0 ≤
∑
D

F ∗(u, v) ≤
∫ b

a

となる。これより

h

A = supD
∑

D F ∗(u, v とおくとき、) A =
∫ b

a
max{f1, f2 なることを示す。

任意の

}

ε > に対し、ある0 δ(ξ) > があって、任意の0 δ 細仕切り- Ḋ = {([u, v], ξ) に対し}
∑ ∣∣fi(ξ)(v − u) − Fi(u,v)

∣∣ < ε, i = 1,

となる。そこで

2

[x,y の任意の] δ 細仕切り- Ḋ′ = {([u, v], ξ に対する上限)}

χi(x,y) = sup
∑ ∣∣fi(ξ)(v − u) − Fi(u, v)

∣

をとる。

∣
x < y < に対しz

χi(x,y) + χi(y, z) ≤ χi(x, z

であり

)

χi(a, b) < なることを注意する。ε 上の任意のI δ 細仕切り- Ḋ = {([u,v], ξ) に対し}

fi(ξ)(v − u) ≤ F ∗(u, v) + χ1(u,v) + χ2(u,v) i = 1, 2.

f = max{f1, f2 とおくと}

f(ξ)(v − u) ≤ F ∗(u,v) + χ1(u,v) + χ2(u, v) i = 1,

であり、同様に

2

F ∗(u, v) − χ1(u,v) − χ2(u,v) ≤ f(ξ)(v − u)

これらを用いると

.

∑ ∣∣f(ξ)(v − u) − F ∗(u,v)
∣∣ < 2ε.

に対しA ∑
1

F ∗(u,v) ≥ A −

となる分割

ε

D1 = {[u, v をとる。]}

˙ のどんな部分区間も、D D のどれかの部分区間に入るように関数1 を修正してδ δ 細仕切り- ˙ がD D より

細かくなるようにする。するとこの
1

δ 細仕切り- ˙ に対してD

0 ≤ A −
∑

F ∗(u, v) ≤ A −
∑
1

F ∗(u, v) <

となる。上で得た不等式から

ε

∑ ∣∣f(ξ)(v − u) − A
∣∣ < 3ε

即ち、

.

g = なるときについて結論が示された。0
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が一般の場合は、g 0 ≤ max{f1 − g, f2 − g} ≤ h − に注意すればg max{f1 − g, f2 − g が} H 積分可能

である。これより

K

max{f1 − g, f2 − g} = max{f1, f2} −

を用いれば

g

max{f1, f2} ∈ RHK(I である。)

min{f1, f2} = −max{−f1,−f2 より} min{f1, f2} ∈ RHK(I である。)

重要な注意：上の補題の条件

�

g(x) ≤ fi(x) ≤ は落とせない。もしこの条件無しで結論が成立すると

すると

h(x)

|f | = max{f,−f だから} f ∈ RHK(I ならば) |f | ∈ RHK(I となり、これは一般には偽である。

定理

)

5.2.2 (The dominated convergence theorem 以下を仮定する：)

( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I は) [a, b 上殆ど到る所で] f に収束し、(x)

(ii 関数) g, h ∈ RHK(I で) [a, b 上殆ど到る所で] g(x) ≤ fn(x) ≤ である。

このとき、

h(x)

f ∈ RHK(I であり、)

lim
n→∞

∫ b

a

fn =
∫ b

a

f

証明：

.

を一つ取り、i j = i, i + 1, · · に対して上の補題から· f∗
j = mini≤n≤j{fn} ∈ RHK(I である。) −f∗

i ,

−f∗
i+1, · · は単調増加でそれらの積分は上から有界である。単調収束定理から· infn≥i{fn は} H 積分可能であ

る。同様に

K

supn≥i{fn も} H 積分可能である。これよりK

∫ b

a

(inf
n≥i

{fn}) ≤ inf
n≥i

∫ b

a

fn ≤ sup
n≥i

∫ b

a

fn ≤
∫ b

a

(sup
n≥i

{fn

また

}).

fn(x) → f(x) ⇐⇒ lim
i→∞

(inf
n≥i

{fn}) = f(x) = lim
i→∞

(sup
n≥i

{fn}

となるから、再度単調収束定理を

)

infn≥i{fn}i = 1, 2, · · に対して適用して· もf H 積分可能であり、K

∫ b

a

f ≤ lim
i→∞

(inf
n≥i

{fn}) ≤ lim
i→∞

(sup
n≥i

{fn}) ≤
∫ b

a

f.

定義より

�

lim infn→∞ an = limi→∞(infn≥i an だから、

系

)

5.2.1 (Fatou’s lemm 関数列a) {fn が} [a, b 上] HK 積分可能で- [a, b 上殆ど到る所で] f に収束し、(x)

supn

∫ b

a fn < とする。このとき、∞ f ∈ RHK(I であり)

∫ b

a

f ≤ lim inf
n→∞

∫ b

a

fn

系

.

5.2.2 (The mean convergence theorem 以下を仮定する：)

( 関数i) fn(x) ∈ RHK(I は) [a, b 上殆ど到る所で] f に収束し、(x)

(ii) limn,m→∞
∫ b

a
|fn − fm| = とする。

このとき、

0

f ∈ RHK(I であり、かつ)

lim
n→∞

∫ b

a

|f − fn| = 0.
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証明：(ii より部分列) n(1) < n(2) < · · を·

lim
n,m→∞

∫ b

a

|fn(i) − fn(i+1)| < 2−i i = 1, 2, · ·

なるように取る。

·

g(x) =
∞∑

i=1

|fn(i)(x)− fn(i+1)(x)

とすると、この右辺は

|

a.e で収束し、単調収束定理より. g ∈ RHK(I となる。) fn(1) − g ≤ fn(i) ≤ fn(1) + と

なるから再度単調収束定理より

g

f ∈ RHK(I となる。そこで) Fato の補題を用いてu
∫ b

a

|f − fn| ≤ lim inf
m→∞

∫ b

a

|fm − fn

となることより、結論が従う。

|

＝＝＝＝＝＝

メモ：『積分値が一意的に決まること』をどう示すのかという質問があった。第１回目の講義で

�

R 積分

可能（

S

=Riemann-Stieltjes integrabl ）ならば、一意的な実数e Iϕ(f があって任意の分割) ∆ ∈ に対しD

L(f, ϕ, ∆) ≤ Iϕ(f) ≤ U (f, ϕ,∆

となることに言及した。何故一意的な実数

)

Iϕ(f があるといえるのか？それを証明することを推奨しておいた。

もし次回の講義時に分らない人がいたら説明する予定である。

有界収束定理の応用例について：また、

)

Rieman 積分の時は以下の例が知られていた。n I = [0, 1 上の関

数

]

をfn

fn(x) =



点3 (0, 0),

(
1
n

, 0
)

,
(

1
2n

, 1 を結ぶ折れ線
)

, 0 ≤ x ≤ 1
n

,

0,
1
n
≤ x ≤ 1

と定める。このとき

.

fn(x は) 上I に一様収束しないが、0
∫ 1

0

fn(x)dx =
1
2
であり

n

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 0 =
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)d

となる。この「関数列

x

{fn は} 上各点収束するが一様収束はしない。しかし対応する積分値は収束する」と

いう現象を、どう解釈したら良いのか？

I

− 今まではこれの解消法は→ 積分（L =Lebesgue integratio ）とされ

てきたが、本日の収束定理でも説明できている！

n

5.3 M 積分の定義

定義

-

5.3.1 P = {(Ii, ξi)}n
i=1 (Ii = [xi−1, xi が]) I = [a, b の仕切りであるとは、] I = ∪n

i−1I で、任意のi i 
=
に対し

j

(Ii ∩ Ij)◦ = であり、かつ∅ ξi ∈ Rなる事を言う。更に正の関数 をとるとき、この仕切りδ がP δ 細と

は、任意の

-

i = 1, 2, · · ·, に対しn [xi−1, xi] ∈ U (ξi, δ(ξi となることである。

定義

))

5.3.2 をϕ 上で増加関数とする。関数I がf 上でI 積分可能とは、ある数M- があって、任意のA ε >

に対して正関数

0

があって、δ の任意のI δ 細仕切り- に対してP

|σ(f,P; ϕ) − A| < ε
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となることである。このとき f ∈ RM(I ;ϕ と書き、) A =
∫

I
fd と表示する。特にϕ ϕ(x) = x = λ( のとき

は、単に

x)

f ∈ RM(I 、) A =
∫
I
と表示する。

補題

f

5.3.1 f ∈ RM(I ;ϕ となる必要十分条件は、任意の) ε > に対し正の関数0 δ > があって0 の任意のI δ

細仕切り

-

P = {(Ii, ξi)}n
i= と1 Q = {(Ii, ηi)}n

i= に対し1∣∣σ(f,P; ϕ) − σ(f,Q; ϕ)
∣∣ < ε. (4

証明：

)

(⇐= 任意の) ε > に対し上の条件0 を満たす正関数(4) をとる。δ の任意のI δ 細仕切り- P =

{(Bi, ui)}p
i= と1 Q = {(Cj, vj)}q

j= をとり、1

Ai,j = Bi ∩ Cj , ξi,j = ui, ηi,j =

と定める。

vj

N = {(i, j) | (Ai,j)◦ 
= ∅ に対して}

R = {(Ai,j, ξi,j) | (i, j) ∈ N}, S = {(Ai,j , ηi,j) | (i, j) ∈ N

とすると、これらは

}

のI δ 細仕切りである。明らかに-

σ(f,R;ϕ) =
∑

(i,j)∈N

f(ξi,j)ϕ(Ai,j) =
p∑

i=1

q∑
j=1

f(ξi,j)ϕ(Ai,j)

=
p∑

i=1

f(ui)
q∑

j=1

ϕ(Bi ∩ Cj) =
p∑

i=1

f(ui)ϕ(Bi) = σ(f,P; ϕ

同様に

).

σ(f, S ;ϕ) = σ(f,Q; となるからϕ)
∣∣σ(f,P; ϕ) − σ(f,Q;ϕ)

∣∣ =
∣∣σ(f,R;ϕ) − σ(f,S; ϕ)

∣∣ < ε

故に、

.

Cauch の判定条件によりy f ∈ RM(I ;ϕ).

(= は明らか。⇒)

補題

�

5.3.2 f ∈ RM(I ;ϕ となる必要十分条件は、任意の) ε > に対し0 δ > があって0 の任意のI δ 細仕切り-

P = {(Ii, ξi)}n
i= と1 Q = {(Ii, ηi)}n

i= に対し1

n∑
i=1

∣∣f(ξi) − f (ηi)
∣∣ϕ(Ii) <

証明：

ε.

(=⇒)f ∈ RM(I; ϕ とし、任意の) ε > に対し補題0 5.3. の条件を満たす正関数1 をとる。仕切り

を細かく取ることにより

δ

δ 細仕切りとして-

P = {(Ii, ξi)}n
i=1, Q = {(Ii, ηi)}n

i=

を考えれば良い。目印点の番号を付け替えることにして、ある数

1

k(0 ≤ k ≤ n があって、) i = 1, · · ·, ではk

f(ξi) ≥ f(ηi であり、) i = k + 1, · · ·, ではn f(ξi) < f(ηi と仮定して良い。そこで)

R = {(I1, ξ1), · · ·, (Ik, ξk), (Ik+1, ηk+1), · · ·, (In, ηn)}, S = {(I1, η1), · · ·, (Ik, ηk), (Ik+1, ξk+1), · · ·, (In, ξn

をとれば、これらは

)}

δ 細仕切りであり-

ε >
∣∣σ(f,P; ϕ) − σ(f,Q; ϕ)

∣∣ =
k∑

i=1

[f(ξi) − f(ηi)]ϕ(Ii) +
n∑

i=k+1

[f(ηi) − f(ξi)]ϕ(Ii)

=
n∑

i=1

∣∣f(ξi) − f(ηi)
∣∣ϕ(Ii).

(⇐= 補題) 5 より従う。.3.1 �
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命題 5.3.1 f ∈ RM(I ならば、) |f | ∈ RM(I であり、)
∣∣∣∣
∫

I

f

∣∣∣∣ ≤
∫

I

|f

証明：

|.

∣∣|f (x)| − |f(y)|
∣∣ ≤ ∣∣f(x)− f(y)

∣
であるから、補題∣ 5 より.3.2 f ∈ RM(I ならば、) |f | ∈ RM(I が

従う。また、不等式も明らかであろう。

)

系

�

5.3.1 f, g ∈ RM(I ならば、) min{f, g}, max{f, g} ∈ RM(I である。

証明：

)

(RHK(I のときはこうはならない！) )

max{f, g} =
1
2
(f + g + |f − g|), min{f, g} =

1
2
(f + g − |f − g|).

また、

�

f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}, f = f+ − f−, |f | = f+ + f に注意すれば

系

−

5.3.2 f ∈ RM(I) ⇐⇒ f+, f− ∈ RM(I

注意：

)

M 積分に関しての各種の性質はほぼ- HK 積分の時と同様に示されるが、ここでは詳細しない。実

は

-

M 積分は- McSha によってne Kurzwei やl Henstoc の後に提唱されたもので、k Lebesgu 積分と同等である

ことが示されている。

e

5. 部分積分公式

定理

4

5.4. 　1 はϕ I = [a, b 上で増加関数、] f ∈ RHK(I; ϕ とする。各) x ∈ [a, b に対し] F (x) =
∫ x

a
fd とお

く。もし

ϕ

上でI が連続で、F は増加ならば、G fG ∈ RHK(I ;ϕ かつ) F ∈ RM(I ; G であり、更に)
∫ b

a

fGdϕ = F (b)G(b)−
∫ b

a

FdG

証明：

.

はF 上で連続より一様連続、即ち、任意のI ε > に対して正定数0 ∆ > があって0 x,y ∈ I,

|x− y| < 2 なるとき∆ |F (x)−F (y)| < である。これより、ε F ∈ RM(I ; G なることは示される) 2 。8 Henstoc

の補題から正関数

k

があってδ δ 細- 仕切りP Ṗ = {(Ii, ξi)}p
i= に対し1

p∑
i=1

∣∣f(ξi)ϕ(Ii) − F (Ii)
∣∣ <

となる。

ε

δ ≤ なるように取ることができるから、任意の∆ δ 細- 仕切りP Ṗ = {(Ii, ξi)}p
i= に対し1∣∣∣∣σ(F, Ṗ ;G) −

∫ b

a

FdG

∣∣∣∣ <

となる。一方、

ε

F (b)G(b) =
p∑

i=1

[F (xi)G(xi) − F (xi−1)G(xi−1)]

=
p∑

i=1

(
G(xi−1)(F (xi) − F (xi−1)) + F (xi)(G(xi) − G(xi−1))

) (5)

28H 積分のときの証明の仕方を真似してやってみようK
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となるから、∣∣σ(fG, Ṗ; ϕ) + σ(F, Ṗ ;G) − F (b)G(b)
∣∣

=
∣∣∣∣

p∑
i=1

(
f(ξi)G(ξi)ϕ(Ii) + F (ξi)G(Ii) − G(xi−1)F (Ii) − F (xi)G(Ii)

)∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

p∑
i=1

(
f(ξi)G(ξi)ϕ(Ii) − G(ξi)F (Ii) + (G(ξi) − G(xi−1))F (Ii) + (F (ξi) − F (xi))G(Ii)

)∣∣∣∣

≤
p∑

i=1

|G(ξi)|
∣∣∣∣f(ξi)ϕ(Ii) − F (Ii)

∣∣∣∣ +
p∑

i=1

∣∣G(ξi)− G(xi−1)
∣∣F (Ii) +

p∑
i=1

∣∣F (ξi) − F (xi)
∣∣G(Ii)

≤ εG(b) + ε

p∑
i=1

∣∣G(ξi) − G(xi−1)
∣∣ + ε

p∑
i=1

∣∣G(ξi) − G(xi−1)
∣∣

≤ ε(G(b) + 2G(I))

これより

.

∣∣∣∣σ(fG, Ṗ ;ϕ) +
∫ b

a

FdG − F (b)G(b)
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣σ(F, Ṗ; G) −
∫ b

a

FdG

∣∣∣∣
+

∣∣σ(fG, Ṗ;ϕ) + σ(F, Ṗ; G) − F (b)G(b)
∣∣ < ε(1 + G(b) + 2G(I))

定理

�

5.4.2 はϕ I = [a, b 上で増加関数、] f, g ∈ RHK(I;ϕ とする。各) x ∈ [a, b に対し] F (x) =
∫ x

a
fdϕ,

G(x) =
∫ x

a
gd とおく。ϕ 上で、I F, が連続ならば、G fG + F はg RHK(I ; に属しϕ)

∫ b

a

(fG + Fg)dϕ = F (b)G(b)

証明：

.

をC maxI |F |, maxI |G|, ϕ(I) = ϕ(b) − ϕ(a) ≤ とし、任意のC ε > に対し正関数0 を以下の２

つを満たすように取る：

δ

上の任意のI ξ, がx |x − ξ| < δ(ξ を満たすとき)

|f(ξ)||G(ξ) − G(x)| ≤ ε

4C
, |g(ξ)||F (ξ) − F (x)| ≤ ε

4C

更に、任意の

,

δ 細仕切り- Ṗ = {(Ii, ξi)}(Ii = [xi−1, ;xi に対し])
p∑

i=1

∣∣f(ξi)ϕ(Ii) − F (Ii)
∣∣ <

ε

4C
,

p∑
i=1

∣∣g(ξi)ϕ(Ii) − G(Ii)
∣∣ <

ε

4C

このとき

.

を用い、(5)∣∣σ(fG + Fg, Ṗ; ϕ) − F (b)G(b)
∣∣

≤
p∑

i=1

∣∣f(ξi)G(ξi)ϕ(Ii) − G(xi−1)F (Ii)
∣∣ +

p∑
i=1

∣∣F (ξi)g(ξi)ϕ(Ii) − F (xi)G(Ii)
∣∣

≤
p∑

i=1

|G(xi−1)|
∣∣f(ξi)ϕ(Ii) − F (Ii)

∣∣ +
p∑

i=1

|f(ξi)||G(ξi) − G(xi−1)|ϕ(Ii)

+
p∑

i=1

|F (xi)||g(ξi)ϕ(Ii) − G(Ii)| +
p∑

i=1

|g(ξi)||F (ξi) − F (xi)|ϕ(Ii) < 2[C
ε

4C
+

ε

4C
ϕ(I)] ≤ ε

5. 積分記号下での変数変換則

積分記号下での変数変換則は、合成関数の微分則の逆演算であるが、積分する時は少しぐらい変な点が

あっても「目につかなくなる」場合があることが微分積分学の基本定理の教えるところであった。まずは、少

し例を計算してみよう。

5
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例 1: n 
= のとき−1
∫ 1

0

(x2 + 1)nxd を求めよ。

この例では、被積分関数が

x

g(σ(x))σ′ となる変数変換(x) t = σ(x を見い出すことが易しい。実際、) g(x) =

(x2 + 1)n t = σ(x) = x2 + とおくと1 dt = 2xd 、x g(σ(x))σ′(x) = 1
2
tnd でt

∫ 1

0

(x2 + 1)nxdx =
∫ 2

1

1
2
tndt =

1
2

tn+1

n + 1

∣∣∣∣
2

1

=
2n+1 − 1
2(n + 1)

例

.

2:
∫ 1

0

(x2 + 1)−3/2d を求めよ。

この例では、上のものと違って、

x

x = τ (t なる変数変換を用いる（その意味で上の計算例を逆に辿っている）。)

x = τ (t) = tan とおくとt dx = sec 2 td でt

∫ 1

0

(x2 + 1)−3/2dx =
∫ π/4

0

sec 2 tdt

(tan 2 t + 1)3/2
=

∫ π/4

0

cos tdt = 1/
√

2

上の計算例と微分積分学の基本定理より

定理

.

5.5.1 f : [a, b] → R を与えられた関数とする。q σ : [a, b] → とH g : H → R があってq [a, b 上の可算個

の点を除いては

]

f(x) = g(σ(x))σ′ が成り立つと仮定する。更に、(x) はg ¯ の区間R 上で原始関数H を持ち、G

G ◦ はσ [a, b 上で] (g ◦ σ)σ の原始関数となると仮定する。

このとき

′

∫ b

a
が存在しf ∫ b

a

f =
∫ b

a

(g ◦ σ)σ′ =
∫ σ(b)

σ(a)

g

例

.

3:
∫ ∞

0

x−2e−1/xd を求めよ。

ここでは、

x

σ(x) =




x−1 0 < x < ∞,

∞ x = 0,

0 x = ∞,

G(t) =




e−t 0 ≤ t < ∞,

0 t =

とおくと、

∞

(0,∞ 上で) (G ◦ σ)′ = (g ◦ σ)σ であり、′ はG [0, 上で連続である。故に、∞] G ◦ はσ [0,∞ 上で原

始関数になっている。即ち、

]

t = x− とおくと1 dt = −x−2d でx

∫ ∞

0

x−2e−1/xdx =
∫ 0

∞
(−e−t)dt = e−t

∣∣∣∣
0

∞
=

これらの例より、以下が成立することが分かる。

定理

1.

5.5. 関数2 σ : [a, b] → はH [a, b 上で連続で、可算集合] を除いたC [a, b] \ 上で微分可能とする。関数C

のg 上でのH cme 原始関数- がG

(i) [a, b 上到る所で] G′ = となるか、g

(ii 各) に対してt {x ∈ [a, b] | σ(x) = t}2 が可算集合ならば、9

(g ◦ σ)σ の′ cme 原始関数は- G ◦ である。σ

29countable-to-one
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証明：仮定より はG 上で連続で、H の可算集合H を除いてK G′ = となる。g E = {x ∈ [a, b] | x 
∈
C, σ(x) ∈ K とおくと、高々} C ∪ を除くとそこではE (G ◦ σ)′ = (g ◦ σ)σ が成立する。問題なのは′ が可算

集合かどうかである。

E

(i ならば) K = であり、∅ は可算集合となる。もしE K = でなくとも∅ (ii が成立すれ

ば、

)

は可算集合となる。E

注意：

�

を可算集合とし、C σ : [a, b] → ¯ はR [a, b] \ で微分可能、C σ は′ [a, b] \ 上至る所で零にならない

ならば

C

{x ∈ [a, b] | σ(x) = t は可算集合となる。

例２では最初に

}
∫ d

c が与えられ、変数変換g x = τ (t で) g = (f ◦ τ )τ とおいたようになっているが、′ の

原始関数で代入によって得られるものを見つけだすのは容易ではない。しかし、

f

の原始関数の存在自身は基

本定理で保証されている。この場合、以下が成立する。

定理

f

5.5.3 f ∈ RHK([a, b とし可算集合]) を除いたC [a, b] \ 上で連続とする。C τ : [c, d] → [a, b が] [c, d 上で

連続で、可算個の点以外で

]

τ ′(t) 
= とするならば0

∫ τ(d)

τ(c)

f =
∫ d

c

(f ◦ τ )τ ′

別の考え方として、基本定理を使わずに積分の定義自身に戻る方法もある。即ち、変数変換

.

の如何なる

性質が

τ

に関するf Rieman 和とn (f ◦ τ )τ に関する′ Riem 和とを関係付けるのか？

定理

ann

5.5. 可算個の点以外で4 τ ′(t) 
= とするならば0

f ∈ RHK([a, b]) ⇐⇒ (f ◦ τ )τ ′ ∈ RHK([c, d

証明：

]).

5. 定理6 5. の証明

定義

6

5.6.1 (Vital 被覆i ) E ⊂ [a, b とし、] [a − 1, b + 1 の部分閉区間の集まりを] とする。F がF のE Vitali

covering 被覆( とは、任意の) x ∈ と任意のE s > に対し区間0 J ∈ でF x ∈ かつJ 0 < �(J) < となるもの

が存在することを言う。

定理

s

5.6.1 (Vital 被覆定理i ) E ⊂ [a, b に対し] をそれのF Vital 被覆とする。任意のi ε > に対し互いに疎

な

0

の区間F I1, · · ·, I とp の可算個の閉区間R {Ji : i = p + 1, · · · があって}

E \
p⋃

i=1

Ii ⊂
∞⋃

i=p+1

Ji,

∞∑
i=p+1

�(Ji) ≤

となる。即ち、

ε

E ⊂
p⋃

i=1

Ii ∪
∞⋃

i=p+1

Ji

証明：

.

I1 ∈ を任意にとり、F から互いに疎なF I2, · · ·, I が取れたと仮定する。r E ⊂ ∪r
i=1I ならばi

Ji = ∅i ≥ r + ととれば結論は示される。そうでないとき、1 の元F で、I の点を含み、区間E I1, I2, · · ·, I
とは互いに疎なもの全体を

r

F と書く。r λr = supI∈Fr
�(I) ≤ b − a + とおき、2 Ir+1 ∈ F をr �(Ir+1) > λr/

ととる。この操作はもしこれらの有限個の和集合が

2

を含まないならば、無限回続けることができる。とこE
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ろで、もし無限個の区間 {Ii が出来たとする。この区間は互いに疎で区間} [a − 1, b + に含まれているので1]∑∞
i=1 �(Ii) ≤ b − a + となる。これより、任意の2 ε > に対してある数0 p ∈ があってN

∑∞
i=p+1 �(Ii) ≤ ε/

となる。

5

Dp = E \ ∪p
i=1I とし任意のi x ∈ D をとる。p はF のE Vital 被覆だから、i Ix ∈ があってF x ∈ I

かつ
x

Ix ∩ Ii = （∅ i = 1, · · ·, ）となる、即ち、p Ix ∈ F 。この区間p I は少なくとも一つのx In(n > p と交

わることを主張する。もし

)

Ix ∩ Ii = ∅(i = 1, · · ·, n とすると、) Ix ∈ F でありn 0 < �(Ix) ≤ である。

しかし、

λn

0 ≤ λ < 2�(In+1 だから) limn λn = である。故に、0 0 < �(Ix) ≤ が全てのλn n ∈ に対して

成立することはない。即ち、

N

n(x) ∈ をN Ix ∩ In 
= かつ∅ n > なるp とすると、n Ix ∈ Fn(x)− だから1

�(Ix) ≤ λn(x)−1 < 2�(In(x) となる。) I はx x ∈ D を含みp In(x の点をもつので、) からx In(x の中点) xn(x へ

の距離は
)

≤ �(Ix) + 1
2 �(In(x)) < 5

2�(In(x) である。) In(x の中点) xn(x と同じ中点をもつ区間でその長さが) 倍

の区間

5

Jn(x に) は含まれる。x i ≥ p + に対し1 J をi I から同様に作る。i x ∈ D は任意の点だったからp

E \
p⋃

i=1

Ii = Dp ⊂
∞⋃

i=p+1

Ji

i > に対しp �(Ji) = 5�(Ii だから)
∑∞

i=p+1 �(Ji) ≤ となる。ε

定理の証明：以降

�

の不定積分f F (x) =
∫ x

a
の基点はf とする。a

limh→0+0
F(x+h)−F(x) が存在する時、それをh のF での右微分といいx F ′

+ と書く。(x)

E+ = {x ∈ [a, b) | のF での右微分が存在しないか、存在してもx F ′
+(x) 
= f(x)

と定義し、同様に

}

E− = {x ∈ [a, b) | のF での左微分が存在しないか、存在してもx F ′
−(x) 
= f(x) とおく。}

x ∈ E ならば+ α(x) > があり、任意の0 s > に対し0 x < vx,s < x + となるs vx,s ∈ があってI∣∣∣∣F (vx,s) − F (x)
vx,s − x

− f(x)
∣∣∣∣ > α(x

となる。故に

)

∣∣[F (vx,s) − F (x)]− f(x)(vx,s − x)
∣∣ > α(x)(vx,s − x). (6

固定した

)

n ∈ に対しN En+ = {x ∈ E+ | α(x) > 1/ とおく。任意のn} ε > に対し、0 はf H 可積分だから、K

上のゲージI δ があって、任意のε δε 細仕切り- ˙ に対しP
∣∣σ(f ; Ṗ) −

∫
I

f
∣∣ ≤ ε/n (7

となる。

)

Fn = {[x,vx,s] | x ∈ En+, 0 < s ≤ δε(x とおくと、)} F はn E のn+ Vital 被覆を成す。i Vital 被覆定

理より、有限個の区間

i

I1 = [x1, v1], · · ·, Ip = [xp, vp と閉区間列] (Ji)∞i=p+ があって1

En+ ⊂
p⋃

i=1

Ii ∪
∞⋃

i=p+1

Ji,

∞∑
i=p+1

�(Ji) ≤ ε (8

となる。そこで以下の和を考える。

)

p∑
i=1

∣∣∣∣f(xi)(vi − xi) −
∫ vi

xi

f

∣∣∣∣ =
p∑

i=1

∣∣f(xi)(vi − xi) − [F (vi)− F (xi)]
∣∣. (9)

α(xi) ≥ 1/ とすると、n を用いて(6) (9 の右辺は) (1/n)
∑p

i=1(vi − xi で上から評価される。一方、) xi ≤ vi ≤
xi + δε(xi)(i = 1, · · ·, p だから、) {(Ii, xi)}p

i= は1 δε 細仕切りをなし、- (7 が成立する。) Saks-Henstoc の補題k

? から、? (9 は) ≤ 2ε/ と評価される。だから、n

p∑
i=1

(vi − xi) ≤ n

p∑
i=1

∣∣∣∣f(xi)(vi − xi) −
∫ vi

xi

f

∣∣∣∣ ≤ 2

となる。

ε

( より8) En は全長が+ 3 以下の可算区間で被える。ε は任意だったからε En は零集合である。更に、+

E+ = ∪∞
n=1E も零集合である。n+ �
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高次元版Vital 被覆定理i (Evans-Gariepy より[3]

定義

)

5.6.2 (i) R の非退化な閉球の集まりn が、F A ⊂ ∪B∈F を満たすとき、集合B A ⊂ R の被覆であると

いう。

n

(ii) がF の細被覆であるとは、更に、任意のA x ∈ に対しA inf{diam B | B ∈ F} = となることで

ある。

定理

0

5.6.2 (Vital 被覆定理i ) をF R の非退化な閉球の集まりでn

sup{diam B | B ∈ F} <

なるものとする。このとき

∞

の中の互いに疎な可算個の集まりF があってG

∪B∈FB ⊂ ∪B∈G ˆ 但しB B = U (x,r に対して) B̂ = U (x,5r

となる。

系

),

5.6.1 が閉球によるF の細被覆でA sup{diamB | B ∈ F} < を満たすものとする。このとき∞ の中の

互いに疎な可算個の集まり

F
があって任意の有限個のG {B1, · · ·, Bm} ⊂ に対しF

A \
m⋃

k=1

Bk ⊂
⋃

B∈G\{B1,···,Bm}
B̂

系

.

5.6. 任意の開集合2 U ⊂ R とn δ > をとる。0 に含まれる互いに疎な可算個の閉球でU diam ≤ となるも

のの集まり

δ

でG
Ln(U \

⋃
B∈G

B) =

となるものがある。ここで

0

はLn R 上のn Lebesgu 測度である。e

5. 幾つかの注意7

5.7.1 Lebesgu によるe Rieman 可積分関数の特徴付けn

Titchma の挙げた例：（１）rsh (0, 1 上で関数) x− （a 0 < a < ）は（広義）1 Rieman 積分可能であるの

みならず

n

Lebesgu 積分可能であり、それらの値は一致する。実際（広義）e Rieman 積分はn

lim
ε→0

∫ 1

ε

x−adx = lim
ε→0

x1−a

1 − a

∣∣∣∣
1

ε

=
1

1 − a

であり、非有界な関数の

,

Lebe 積分の定義から、sgue fn(x) =




f(x) {x ∈ [0, 1] | f(x) < n},
n {x ∈ [0, 1] | f(x) ≥ n}

として
,

∫ 1

0

x−adx = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx

= lim
n→∞

[ ∫ n−1/a

0

ndx +
∫ 1

n−1/a

x−adx

]
= lim

n→∞

[
n1−1/a +

x1−a

1 − a

∣∣∣∣
1

n−1/a

]
=

1
1 − a

積分の定義の仕方が違うから、計算方法も異なっていることに、注目して欲しい。

.
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（２）関数

f(x) =
d

dx

(
x2sin

1
x2

)
= 2x sin

1
x2

− 2
x

cos
1

は（広義）
x2

Rieman 積分可能だがn Lebe 積分可能ではない。実際（広義）sgue Rieman 積分はn

lim
ε→0

∫ 1

ε

f(x)dx = lim
ε→0

x2sin
1
x2

∣∣∣∣
1

ε

= sin 1 − lim
ε→0

ε2sin
1
ε2

= sin 1 −

と存在するが、

0

∫ 1

0

|f (x)|dx =

だからである。実際、

∞

∫ 1

0

|f(x)|dx ≥
∫ 1

0

∣∣∣∣ 2xcos
1
x2

∣∣∣∣dx −
∫ 1

0

2x

∣∣∣∣sin 1
x2

∣∣∣∣dx

≥
∫ 2/

√
π

ε

∣∣∣∣ 2xcos
1
x2

∣∣∣∣dx − 1 ≥ log 4 − 2 log π − 2 log ε − 1 ≥ ∞

定義

.

5.7.1 をf [a, b 上で有界な関数とし、便宜上] [a, b 以外では０として拡張しておく。] J = [α, β に対して]

の振動量f (oscillation を) O(f, J) = supy∈J f(y) − infy∈J f(y と定める。

任意の

)

x ∈ [a, b に対し区間列] I1 ⊃ I2 ⊃ · · を、· を内部に含みその長さがx に近づくものとする。この

とき、

0

0n(f, x) = 0(f, In とし) o(f, x) = limn→∞ On(f, x 或いは単に) と定義する。

注意：

o(x)

(i) は区間列o(x) {Ij の取り方によらない。}
(ii) がf で連続なる必要十分条件はx0 o(f, x0) = である。

レポート問題：上の

0

(i), (ii を証明せよ。

補題

)

5.7. 有界閉区間1 J = [α, β 上の総べての点で] o(x) < を満たすならば、ある数ε λ > があって0 の部

分区間で

J

Jk ≤ ならばλ 0k ≤ 2 となる。

証明：背理法で示す。もしそうでないとすると、

ε

(ap, bp) (p = 1, 2, · · · という区間列で) |f(ap)−f(bp)| >
かつ

2ε

bp − ap → 0(p → なるものがある。∞) {ap は有界閉区間} での無限列なので集積点J a0 ∈ が存在する。

この

J

a を中心とする任意の区間0 をとると、少なくとも一つのK [ap, bp がある。即ち、] O(f,K) ≥ 2 なのでε

を幾ら小さくとってもK o(a0) ≥ 2 となり、仮定に矛盾する。ε

注意：この補題は有界閉区間上の連続関数の一様連続性を拡張した概念と考えられる。

定義

�

5.7.2 再掲( ) をϕ [a, b 上の非減少実数値関数とする。一つの分割] ∆ ∈ に対しD

U (f, ϕ,∆) =
m∑

k=1

sup{f(x) | x ∈ [xj−1, xj ]}·(ϕ(xj) − ϕ(xj−1)),

L(f, ϕ,∆) =
m∑

k=1

inf{f(x) | x ∈ [xj−1, xj ]}·(ϕ(xj) − ϕ(xj−1))

と定義し、それぞれ上ダルブー・スチェルチェス和（

,

UDSS=upper Darboux-Stieltjes sum ）、下ダルブー・ス

チェルチェス和（

s

LDSS=lower Darboux-Stieltjes sum ）という。任意のs ε > に対し、（0 f, ϕ, によって定ま

る）ある分割

ε

∆ ∈ があってD

U (f, ϕ, ∆) − L(f, ϕ, ∆) < ε (10

のとき、

)

はf に関しϕ [a, b 上で] R 積分可能（S =Riemann-Stieltjes integrabl ）であるという。e
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定理 5.7.1 (Riemann) の有界閉区間R I = [a, b 上の有界関数] f : I → がR 上I Rieman 可積分である必

要十分条件は、任意の

n

ε > に対してある分割0 があって∆

∑
O(f, Ii)|Ii| < ε (11

となることである。

証明：

)

ϕ(x) = のとき、x (10 と) (11 が同等だということはほぼ明らかであろう。)

定理

�

5.7.2 (Du Bois Reymond) の有界閉区間R I = [a, b 上の有界関数] f : I → がR 上I Rieman 可積

分である必要十分条件は、任意の

n

ε > に対して集合0 E(ε) = {x ∈ I | o(x) ≥ ε は} Jorda 測度n である。

証明：

0

=⇒) Rieman 可積分であるとする。任意のn η > に対してある分割0 ∆ = ∪n
i=1I があってi∑

O(f, Ii)|Ii| < εη/ となる。番号の集合を2 N ′ = {i | Oi ≥ ε と} N ′′ = {i | Oi < ε とに分け、}

εη

2
>

∑
O(f, Ii)|Ii| =

∑
i∈N ′

O(f, Ii)|Ii| +
∑

i∈N′′

O(f, Ii)|Ii| ≥ ε
∑
i∈N′

|Ii

となることより、

|

∑
i∈N′

|Ii| <
η

となる。ところで、

2

E(ε の中の点は、それがもし) Oi < を満足するよう部分区間の中にあるとしても、それ

は端点である

ε

。これより、分割30 の各分点∆ {xj}n
j= に対しそれを長さが0 η/2(n + 1 である区間) {I ′

j}n+1
j= で

覆うと、
1

E(ε) ⊂ ∪i∈N′Ii ∪ (∪n+1
j=1 I′j

であり、その長さは

)

より小さい。η

⇐= 任意の) η > に対して区間0 {Ik}p
k= があって1

E(ε) ⊂ ∪p
k=1Ik = J,

p∑
k=1

|Ik| < η (12

とする。必要ならばこの区間

)

I を少し左右に膨らまして、k の端になるような点はJ E( に属さないと仮定で

きる。すると

ε)

I \ は有限個の区間J {[αi, βi からなるが、それらの各区間]} [αi, βi では] o(x) < だから、補題ε

5.7. を適用できる。即ち、区間1 [αi, βi のある分割] ∆ があって、その部分区間では振動量はi 2 を越えない。

これらの分割を合わせたものを

ε

とすると、そこで∆

∑
O(f, Ii)|Ii| =

∑
i∈J ′

O(f, Ii)|Ii| +
∑

i∈N ′′

O(f, Ii)|Ii

と書ける。右辺の第

|

項は2 2ε(b−a を越えない。また、) M = sup |f(x とすると第)| 項は1 2M
∑

J′ |Ii|(< 2Mη

である。故に

)

∑
O(f, Ii)|Ii| < 2Mη + 2ε(b − a

となる。

)

とε は任意だったからη はf [a, b 上で] Rieman 可積分である。n

命題

�

5.7.1 をf [a, b 上で] Rieman 可積分ならば、n の連続点はf [a, b で稠密である。]

3 実際、0 [xi−1, xi で] Oi < とすれば、その区間の内部の点ではε o(x) < となっているからであるε
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証明：まず、『任意の η > に対して0 E(ε) = {x ∈ I | o(x) ≥ ε は閉集合である』に注意する} 3 。これを

認め、

1

はf [a, b 上で] Rieman 可積分にもかかわらず、ある区間n [α, β] ⊂ [a, b があってそこではすべての点で]

は不連続、任意のf x ∈ [α, β で] o(x) > 、と仮定する。即ち、0

[α, β] = ∪∞
n=1En, En = {x ∈ [α, β] | o(x) ≥ 1

n

である。すると

}

Bair のe categor 論法より、あるy n があって0 [x1, x2] ⊂ E としてよい。即ちn0

o(x) ≥ 1
n0

, x ∈ [x1, x2

となる。

]

はf [x1, x2 でも] Riem 可積分だが、ann E(1/n0) > となり0 (12 に矛盾する。)

定理

�

5.7.3 (Lebesgue) の有界閉区間R I = [a, b 上の有界関数] f : I → に対し、R

はf 上I Rieman 可積分であるn ⇐⇒ の不連続点の集合f D = {x ∈ I | o(f, x) 
= 0 は零集合である

証明：

}

=⇒) がf 上I Rieman 可積分とする。n E(ε の定義で) としてε n−1

E(1) ⊂ E(2−1) ⊂ E(3−1) ⊂ · ·

ととると、定理

·

5.7. より2 E(n−1 は) Jorda 測度n 、従って零集合である。また、0

D = {x ∈ I | o(f, x) 
= 0} = ∪n>0E(n−1

となるから、

)

も零集合である。D

⇐=) も零集合とする。任意のD ε > に対して0 E(ε) ⊂ となるからD E(ε は零集合である。一方、) E(ε

は閉集合だから、

)

E(ε は) Jorda 測度n である。故に、定理0 5.7. より2 はf 上I Rieman 可積分である。n �

5.7. 広義積分的な操作をしても2 HK 積分可能なクラスは拡がらない

定理

-

5.7.4 を有界閉区間f [a, b 上の関数で、任意の] c ∈ (a, b に対して) f ∈ RHK([a, c]; ϕ なるものとする。

もし極限

)

limc→b−0

∫ c

a fdϕ = が存在するならば、I f ∈ RHK([a, b]; ϕ であり、)

∫ b

a

fdϕ = I + f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]

特に、

.

がϕ で左連続ならばb
∫ b

a
fdϕ = となる。

証明：任意に

I

ε > をとり0 c ∈ (a, b を) c < t < かつb

|f(b)|·[ϕ(b − 0)− ϕ(t)] < ε and
∣∣∣∣
∫ t

a

fdϕ − I

∣∣∣∣ <

を満たすように選ぶ。狭義単調増加数列

ε

{xn}∞n= を0 [a, b の中に) x0 = a, limxn = となるように選ぶ。b

Henstoc の補題より、k [xn−1, xn 上の正関数] δ を、n [xn−1, xn の任意の] δn 細仕切り- {(A1, ξ1), · · ·, (Ap, ξp) に

対して

}

p∑
i=1

∣∣∣∣f(ξi)ϕ(Ai) −
∫

Ai

fdϕ

∣∣∣∣ < ε2−n

3 これをどう示したら良いか？1
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となるようにとれる。そこにおいて、一般性を失うこと無しに δ1(x0) ≤ x1− 、更に、任意のx0 y ∈ (xn−1, xn)n =

1, 2, · · に対し、·

δn+1(xn) = δn(xn) ≤ min{xn − xn−1, xn+1 − xn}, δn(y) ≤ min{y − xn−1, xn − y

と仮定することができる。

}

[a, b 上の正関数] をδ

δ(y) =




δn(y), c ∈ [xn−, xn], n = 1, 2, · · ·,

b − c, y =

と定め、

b

[a, b 上の] δ 細仕切り- P = {(A1, ξ1), · · ·, (Ap, ξp) を選ぶ。適当に番号を付け替えると、} Ai = [ti−1, ti 、]

a = t0 < · · · < tp = とできる。b ti−1 < ξi < t のときi ([ti−1, ti], ξi を) {([ti−1, ξi], ξi), ([ξi, ti], ξi で置き換え

ると、

)}
[a, b 上の] δ 細仕切り- でQ σ(f,Q) = σ(f,P となるものが得られる。そこで一般性を失わずに)

{ξ1, · · ·, ξp} ⊂ {t0, t1, · · ·, tp

と仮定できる。もし

}.

Pn = {(Ai, ξi) | Ai ⊂ [xn−1, xn] で、} がk xk ≥ tp− なる最初の正整数とすると、正関数1

の定義からδ

(i) n = 1, · · ·, k − に対して1 P はn [xn−1, xn の] δn 細仕切りである。-

(ii)P はk [xk−1, tp−1 の] δk 細仕切りである。特に、- P はk [xk−1, xk の] δk 細仕切りである。-

(iii) P = (∪k
n=1Pn) ∪ {([tp−1, b], b

が分る。これより、

)}

∫ tp−1

a

fdϕ =
k−1∑
n=1

∫ xn

xn−1

fdϕ +
∫ tp−1

xk−1

fd

であるから、

ϕ

∣∣σ(f,P) − I − f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]
∣∣ ≤ ∣∣f(b)[ϕ(b) − ϕ(tp−1)] − f(b)[ϕ(b) − ϕ(b − 0)]

∣∣
+

k−1∑
n=1

∣∣∣∣σ(f,Pn) −
∫ xn

xn−1

fdϕ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣σ(f,Pk) −

∫ tp−1

xk−1

fdϕ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫ tp−1

a

fdϕ − I

∣∣∣∣

< |f (b)|·[ϕ(b−) − ϕ(tp−1)] +
k∑

n=1

ε2−n + ε < 3ε.

注意：上の定理は「

�

H 積分には広義積分は存在しない」別の表現をすれば「広義積分的な操作をしてもK-

HK 積分可能なクラスは拡がらない」ことを示している。

定理

-

5.7.5 (no improper HK-integral exist 区間s) [a, b] ⊂ [−∞,∞ 上で定義された実数値関数] を与

えられたとする。

f

HK 積分-
∫ b

a
が存在しその値がf A ∈ に等しいための必要十分条件はR が各部分区間f

[a, x] ⊂ [a, b で] HK 積分可能で- limx→b−0

∫ x

a
が存在しその値がf となることである。

レポート問題：上の定理の証明を与えよ。

A

5.7. 注意3
∫ 1

0
x−s cos x− について

主張

1

5.7.1

F (x) =




x2 cos πx−2 0 < x ≤ 1,

0 x = 0,
f(x) =




2x cos πx−2 + 2πx−1 sin πx−2 0 < x ≤ 1,

0 x = 0,
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とおくと、f /∈ RM([0, 1 となる。])

主張を背理法で示そう。上の命題より∵) f ∈ RM([0, だから、1]) |f | ∈ RM([0, 、特に1])

RM([0, 1]) � g(x) =




x−1| sin πx−2| 0 /∈ x,

0 x = 0

変数変換

.

t = x− により2

∫ 1

0

gdx ≥
∫ 1

1/
√

n

| sin πx−2|
x

dx =
1
2

∫ n

1

| sin πt|
t

=
1
2

n∑
k=2

∫ k

k−1

| sin πt|
t

≥ 1
2

n∑
k=2

1
k

∫ k

k−1

| sin πt| =
1
π

n∑
k=2

1
k
→ ∞ (n → ∞ 矛盾).

注意：この場合、関数

!

はf 積分可能ではないにもかかわらず、積分値があればM それは F (1)−F ( に

なるはずと考えられる。正にこの点が極めて重要な認識であり、でも「ほっておこう」か「何か別の考え方が

ないのだろうか」の分岐点を与える！

主張

0)

5.7.2 f(x) =




x−s cos x−1 x 
= 0,

0 x =
とする。

0
s < ならば2 f ∈ RHK([0, 1] であるが、) s < のときのみ1

f ∈ RM([0, である。即ち、一般に1]) RM([0, 1]) ⊂ RHK([0, 1 だが、真に含まれている]) .

0 < a < とすると1 f ∈ RHK([a, 1 なることは明らか。変数変換して])

∫ 1

a

dx =
∫ 1/a

1

ts−2 cos td

となるから、

t

∣∣∣∣
∫ b

a

x−s cos xdx

∣∣∣∣ ≤ a−s

∣∣∣∣
∫ ξ

a

cos xdx

∣∣∣∣ + b−s

∣∣∣∣
∫ b

ξ

cos xdx

∣∣∣∣ ≤ 2(a−s + b−s

である。これより

)

lim
a,b→∞

∫ b

a

x−s cos xdx = 0, i.e. −∞ < ∃ lim
a→∞

∫ a

1

x−s cos xdx <

故に、

∞.

5.7. より4 f ∈ RHK([0, 1] なる必要十分条件は) s < 2.

5. 関数の積の積分可能性

問い：

8

f ∈ RHK(I のとき、如何なる) m ∈ RHK(I に対し) m·f ∈ RHK(I となるのか？

定理

)

5.8.1 I = [a, b とし、] f ∈ RHK(I とする。) f ∈ M(I となるための必要十分条件は任意の) 上有界なI

m ∈ M(I)3 に対し2 f ·m ∈ RHK(I である。

証明

)

[Thm.10.11, p.161 of Bartle [1 ：]] =⇒)f ∈ RM(I ならば) |f |, f ∈ RHK(I であり、) m ∈ M(I が有

界ならば

)

−M |f | ≤ m·f ≤ M |f なる| M > がある。故に、0 ±M |f | ∈ RHK(I となるから) f ·m ∈ RHK(I で)

32M(I で) 上の可測関数を表すI

43



ある。

⇐=)f ∈ RHK(I より) E+ = {f ≥ 0}, E− = {f < 0 とおくと、} E は共に± の可測集合である。I m(x) =


1 {x ∈ E+},
−1 {x ∈ E−

と定義すると
}

m ∈ M(I は有界で、仮定より) |f | = m·fRHK(I となるから、) f ∈ RM(I)

定理

�

5.8.2 I = [a, b とし、] f ∈ RHK(I であり) ϕ ∈ BV (I ならば、) f ·ϕ ∈ RHK(I であり)

∫ b

a

f ·ϕ =
∫ b

a

ϕdF = F (b)ϕ(b) −
∫ b

a

Fd

が成立する。ここで

ϕ

F (x) =
∫ x

a
とおいた。

証明

f

[Thm.10.12, p.161 of Bartle [1 ：]] はF 上で連続だからI R 積分の定義から、任意のS ε > に対し

てある数

0

ζε > があって、仕切り0 Ṗ = {[(xi−1, xi], ξi)}n
i= の幅が1 ζ 以下ならばε

∣∣∣∣
n∑

i=1

ϕ(ξi)[F (xi) − F (xi−1)]−
∫ b

a

ϕdF

∣∣∣∣ ≤

が成立する。仮定より

ε

M > があって0 |ϕ(x)| ≤ M(x ∈ I が成立する。) f ∈ RHK(I とすると、) 上のゲージI

δ があってε Ṗ � δ ならばε

∣∣∣∣
n∑

i=1

[
f(ξi)(xi − xi−1) − [F (xi) − F (xi−1)]

]∣∣∣∣ ≤ ε/

となる。

M

Saks-Henstoc の補題からk

n∑
i=1

∣∣∣∣f(ξi)(xi − xi−1) − [F (xi)− F (xi−1)]
∣∣∣∣ ≤ ε/(2M ).

δε(x) ≤ ζ と仮定できるからε

∣∣∣∣
n∑

i=1

ϕ(ξi)f(ξi)(xi − xi−1) −
∫ b

a

ϕdF

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
n∑

i=1

ϕ(ξi)f(ξi)(xi − xi−1) −
n∑

i=1

ϕ(ξi)[F (xi) − F (xi−1)
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣

n∑
i=1

ϕ(ξi)[F (xi)− F (xi−1)]−
∫ b

a

ϕdF

∣∣∣∣

≤ M

n∑
i=1

∣∣f(ξi)(xi − xi−1) − [F (xi) − F (xi−1)]
∣∣ + ε

≤ M · ε

M
+ ε = 2ε

ε > は任意だったから0 f ·ϕ ∈ RHK(I であり、これで１番目の等式が示せた。２番目の等式は部分積分である。)

定理

�

5.8.3 がf I = [a, b 上で] cme 原始関数- を持ち、F ϕ ∈ BV (I とすると、) f もまた·ϕ cme 微分可能で

あり

-

P (x) =
∫ x

a

ϕdF = ϕ(x)F (x)−
∫ x

a

Fdϕ.
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証明 [Thm.10.13, p.163 of Bartle [1 ：]] はϕ 上で単調増加として計算して一般性を失わない。I の

可算集合

I

C 以外ではϕ は微分可能であり、仮定からやはり可算集合ϕ C 以外ではf F ′(x) = f となる。(x)

x ∈ (a, b) \ (Cϕ ∪ Cf のとき、) はP で微分可能でx P ′(x) = f(x)· なることを示そう。ϕ(x)

P (x + h)− P (x) =
∫ x+h

x

ϕdF = ϕF
∣∣x+h

x
−

∫ x+h

x

Fd

であり、

ϕ

R 積分に関する中間値の定理よりS x ≤ ∃ξ ≤ x + があってh

P (x + h) − P (x) = [ϕ(x + h)F (x + h) − ϕ(x)F (x)]− F (ξ)[ϕ(x + h)− ϕ(x)]

= ϕ(x + h)[F (x + h) − F (x)] − [ϕ(x + h)− ϕ(x)][F (ξ) − F (x

となる。これより

)]

はP で連続である。x h > として（形式的に）0

P (x + h) − P (x)
h

= ϕ(x + h)
F (x + h) − F (x)

h
− [ϕ(x + h)− ϕ(x)]

F (ξ) − F (x)
ξ − x

ξ − x

となるが

h

|ξ − x/h| ≤ であり1

lim
h→0

[ϕ(x + h) − ϕ(x)] = 0 and lim
h→0

F (ξ) − F (x)
ξ − x

= F ′(

となる事が分かるから、形式的な計算は正当化できて

x)

P ′(x) = F ′(x)·ϕ(x) = f(x)·ϕ(x となる。両端点) a, で

の片側微分についても同様に議論できる。

b

定理

�

5.8.4 I = [a,∞ とし] f : I → とし、任意のR c ≥ に対してa f ∈ HHK([a, c とする。このとき、])

f ∈ HHK(I なる必要十分条件は任意の) ε > に対して0 K(ε) ≥ があってa q > p ≥ K(ε ならば) |
∫ q

p f | ≤ と

なることである。

証明

ε

[Cauchy Criterion 16.6, p.267 of Bartle ：既述。

定理

[1]]

5.8.5 I = [a,∞ とし] f, ϕ : I → とする。R

(i) f ∈ HHK(I かつ、)

(ii) がϕ 上で有界、単調、

ならば

I

f ·ϕ ∈ HHK(I である。

証明

)

[Abel’s test 16.9, p.269 of Bartle [1 ：仮定より]] M > があって上で0 |ϕ(x)| ≤ となる。M f ∈ HHK(I

と仮定しているのだから、

)

Cauch の判定条件y 5.8. より、任意の4 ε > に対して0 K(ε) ≥ があってa q > p ≥ K(ε

ならば

)

|
∫ q

p f | ≤ ε/ となる。M は単調だったから前に述べた定理ϕ 5.8 より.2 f ·ϕ ∈ HHK([p, q であり、第２

平均値定理

])

? より? ξ ∈ [p, q があって]
∫ q

p

fϕ = ϕ(p)
∫ ξ

p

f + ϕ(q)
∫ q

ξ

となる。故に、もし

f

q > p ≥ K(ε ならば) |
∫ q

p
fϕ| ≤ M ·ε/M + M ·ε/M = 2 となる。再度ε Cauch の判定条件y

5.8. より4 f ·ϕ ∈ HHK(I).

定理

�

5.8.6 I = [a,∞ とし] f, ϕ : I → とする。R

( 任意のi) c ≥ に対しa f ∈ HHK([a, c かつ、]) [a,∞ 上で) F (x) =
∫ x

a
が有界であり、f

(ii) がϕ 上で単調かつ、I limx→∞ ϕ(x) = 、

ならば

0

f ·ϕ ∈ HHK(I である。)
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証明 [Chartier-Dirichlet’s test 16.10, p.269 of Bartle ：定理[1]] bart.thm.10.1 より、任意の2 c ≥ に対

し

a

fϕ ∈ HHK([a, c 。また、]) M > を0 [a,∞ 上で) |F (x)| ≤ なるものとする。M limx→∞ ϕ(x) = だから任

意の

0

ε > に対して0 K(ε) ≥ があってa x ≥ K( に対してε) |ϕ(x)| ≤ ε/4 である。もしM q > p ≥ K(ε ならば)

∫ q

p

fϕ = ϕ(p)
∫ ξ

p

f + ϕ(q)
∫ q

ξ

f

= ϕ(p)[F (ξ) − F (p)] + ϕ(q)[F (q) − F (ξ)]

故に、もし

.

q > p ≥ K(ε ならば)
∣∣∣∣
∫ q

p

fϕ

∣∣∣∣ ≤ ε

4M
·2M +

ε

4M
·2M = ε.

Cauch の判定条件y 5.8. より4 f ·ϕ ∈ HHK(I).

定理

�

5.8.7 I = [a,∞ とし] f, ϕ : I → とする。R

( 任意のi) c ≥ に対しa f ∈ HHK([a, c かつ、]) [a,∞ 上で) F (x) =
∫ x

a
が有界であり、f

(ii)′ [a,∞ 上で) は微分可能でϕ ϕ′ ∈ L(I 、)

(iii) F (x)ϕ は(x) x → で極限を持つ、

ならば

∞
f ·ϕ ∈ HHK(I である。

証明

)

[Du Bois-Reymond’s test 16.11, p.270 of Bartle [1]：ある] M > があって0 [a, 上で∞) |F (x)| ≤ 。故

に

M

|F (x)ϕ′(x)| ≤ M |ϕ′(x であり、仮定より)| F (x)ϕ′(x) ∈ L(I となる。だから) limx→∞
∫ x

a
Fϕ が存在する。任

意の

′

c ∈ に対しI Fϕ′ ∈ L([a, c であり、部分積分公式から]) fϕ ∈ HHK([a, c であり])
∫ c

a
fϕ = F (c)ϕ(c)−

∫ c

a
Fϕ

である。

′

Hak の定理e ? より? f ·ϕ ∈ HHK(I). �

∫ ∞

2

sin x

log x
dx f(x) = sin 、x ϕ(x) = 1/log とおくと、x f 
∈ HHK([2,∞ だから]) Abe の判定条件は適用でき

ないが

l

Chartier-Dirichle の判定条件とt Du Bois-Reymon の判定条件は適用でき積分可能。d

∫ ∞

1

sin x

x + 2 sin x
dx f(x) = sin 、x ϕ(x) = 1/(x + 2 sin とおくと、x) f 
∈ HHK([1,∞] だから) Abe の判定条件

は適用できないし、

l

は単調ではないのでϕ Chartier-Dirichle の判定条件も適用できないが、t Du Bois-Reymon

の判定条件は適用でき積分可能。

d

∫ ∞

0

sin x2 x

x + 1
dx f(x) = sin 、x2 ϕ(x) = x/(x + 1 とおくと、) はϕ に収束しないので0 Chartier-Dirichle

の判定条件は適用できないが、

t

Abe 及びl Du Bois-Reymon の判定条件は適用でき積分可能。d

∫ ∞

0

√
x sin x2dx f(x) = sin x 、2 ϕ(x) =

√
とおくと、上の３条件はどれも適用できない。しかし、変数変

換

x

y = を用いてx2

∫ ∞

1

y−1/4sin y d と変換するとこれにはy Chartier-Dirichle の判定条件が適用できる。t

∫ ∞

0

sin x

x
dx f(x) = sin 、x ϕ(x) = 1/ とおくと、x Chartier-Dirichle 及びt Du Bois-Reymon の判定条件は

適用でき積分可能。

d
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