
「 解析概論第２ 期 末試験問題–2006年 02月 15日」 井 上　 淳

● 問題は 5題（ 但し、 4a か 4b の ど ち ら か を 選択せ よ ）、 答案 用紙は 5枚綴り で あ る 。 良く 整理して 答

案 を 記 入して 欲しい 。

● 授業や 演 習に 関 す る 物言い （ 助言、 苦 情等） 感 想を 是非述べ て 下さ い （ で き れ ば e-mail で ）。

＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝

1 lim
R→∞

∫ R

0

sin x sin x2dx が 収束す る こ と を 示せ 。

2 f(n) = (n2 + 1)(n2 + 4)(n2 + 9)· · ·(n2 + (2n)2) と す る と き lim
n→∞

f(n)1/n

n4
を 求 め よ 。

3 区分的に C1-級 の 境界 ∂Ω を 持つ 有界領域 Ω ⊂ R
2 と 、 Ω 上の C2-級 関 数 f, g に 対し Green の 公式

が 成立す る ：
∫∫

Ω

(f∆g − g∆f)dxdy =

∫

∂Ω

(

f
∂g

∂n
− ∂f

∂n
g

)

ds.

但し、 n は 単位 外向き 法線ベ クトル 、 右 辺は ∂Ω 上の 線積分。

(i) ε > 0 と す る 。 こ の 公式を 特に Ω が Dε,R = {(x, y) ∈ R
2 | ε ≤

√

(x − a)2 + (y − b)2 ≤ R} の 場合に 極座
標を 用い て 表現し直し、 証明せ よ （ ヒ ン ト： f̃(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) を r と θ に 関 して ２ 回偏微分して み

よ ！ ）。

(ii) DR = {(x, y) ∈ R
2 |

√

(x − a)2 + (y − b)2 < R} と し、 f を DR 上の C2 級 関 数で ∆f = 0なる も の と す

る 。 こ の 時、 (i) で g = 1 と す る こ と に よ っ て 以 下を 示せ 。

f(a, b) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a + R cos θ, b + R sin θ)dθ.

4a 積分値

∫ 1

0

log (1 + x)

1 + x2
dx を 以 下の よ う に して 求 め よ 。

α ≥ 0 に 対し関 数 F (α) を F (α) =

∫ 1

0

log (1 + αx)

1 + x2
dx と 定め る 。 こ の と き 、

(i)
dF

dα
を α と log (1 + α) を 用い て 表せ 。

(ii) F (1) を 求 め よ 。

(

Hint: F (0) = 0 よ り F (1) = F (1) − F (0) =

∫ 1

0

(

dF

dα

)

dα で あ る 。

)

4b 積分値

∫ 1

0

log (1 + t)

t
dt を 以 下の よ う に して 求 め よ 。

(i) f(x) =

∫ x

0

log (1 + t)

t
dt を x に 関 して 整級 数展開せ よ （ ヒ ン ト： Taylor展開と 項別積分定理を 用い よ ）。

(ii) Abel の 定理を 用い よ （ こ こ で
∑

∞

n=1
n−2 = π2/6、

∑

∞

n=0
(2n + 1)−2 = π2/8 は 既 知と して よ い ）。

5 B = {x ∈ R
3 | |x| < 1}、 y ∈ R

3 と す る と き 、
∫

B

cos (x, y)dx =
4π

|y|2
(

sin |y|
|y| − cos |y|

)

なる こ と を 示せ 。 こ こ で 、 (x, y) =
∑3

j=1
xjyj、 |y|2 = (y, y) と す る 。

＝ ＝ ＝ ＝

パ ラ メ タ付き 積分に 関 す る 定理の 幾 つ か と と 基 本的な関 数の 原始関 数を 参考の 為 に こ の 裏に 載せ て お く 。
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定理 0.0.1 (項別積分定理) Ω を R
m内の 有界な面積確 定集合と す る 。 Ω上の Riemann可積分関 数族 {ft}t∈T

が t → b の と き Ω上の R可積分関 数 f に Ω上 一 様収束す れ ば

lim
t→b

∫

Ω

ft(x)dx =

∫

Ω

f(x)dx

が 成立す る 。

定理 0.0.2 Ω を R
n の 体積確 定な有界閉集合、 I を 任意 の １次元区間 、 K = Ω×I と お く 。 f(x, t) (x ∈ Ω, t ∈ I)

が K 上連続なら ば

(1) F (t) =

∫

Ω

f(x, t)dx は I 上連続で あ り 、

(2) 更に ∂f/∂t が K 上で 連続なら ば 、 F は I 上 C1 級 で

F ′(t) =

∫

Ω

∂f

∂t
(x, t)dx

が 成立す る 。

定理 0.0.3 (Abel の 定理) 冪級 数
∑

n anxn の 収束半径を r (0 < r < ∞) と す る 。 も し、 x = r に お い て こ の

級 数が 収束す る なら ば 、 収束は [0, r] に お い て も 一 様で あ る 。 従っ て 、 和 f(x) =
∑

n anxn は (−r, r] に お い て

連続で あ る 。 故に

lim
x→r−0

f(x) = f(r) =
∑

n

anrn

と なる 。 ま た 、 x = −r に お い て 収束す る 場合も 同様で あ る 。

％ ％ ％ ％ ％ ％ 　 基 本的な関 数の 原始関 数 　 ％ ％ ％ ％ ％ ％

∫

xαdx =
1

α + 1
xα+1 (α 6= −1),

∫

dx

x
= log |x|,

∫

exdx = ex,

∫

axdx =
ax

log a
(a > 0, a 6= 1),

∫

log |x|dx = xlog |x| − x,

∫

sin(ax + b)dx = −1

a
cos (ax + b) (a 6= 0),

∫

cos (ax + b)dx =
1

a
sin(ax + b) (a 6= 0),

∫

sec 2(ax + b)dx =
1

a
tan (ax + b) (a 6= 0),

∫

tan (ax + b)dx = −1

a
log |cos (ax + b)| (a 6= 0),

∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
log

∣

∣

∣

∣

x − a

x + a

∣

∣

∣

∣

(a 6= 0),

∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
(a 6= 0),

∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

x

a
(a 6= 0),

∫

√

a2 − x2dx =
1

2

(

x
√

a2 − x2 + a2arcsin
x

a

)

(a > 0),

∫

dx√
x2 + A

dx = log |x +
√

x2 + A| (A 6= 0),

∫

√

x2 + A dx =
1

2
(x

√

x2 + A + Alog |x +
√

x2 + A|) (A 6= 0).
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