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難しか っ た よ う で 、 そ の 結果、 期 末受験者総数 35名中 4.2 割 程度しか パ スしなか っ た 。 パ スした 人々 の

番号を 載せ て お く 。

0400060, 0401035, 0401785, 0403608, 0406297, 0406742, 0408853, 0409048,

0413529, 0421859, 0421871, 0428028, 0305633, 0309720, 9909166

採点は 、 中間 20点、 演 習 30点、 期 末 50点の 総点＋ 感 想少々 勘 案 し、 追試と の 関 連で 1.2倍し 100点以 上及

び 小数点以 下を 切り 捨て た も の を 成績と した 。 合格 しなか っ た 者の 点数は 生点の ま ま と した 。

追試予定日： 4月 10日 (月)、 時間 ： 5-8時限、 場所： 数学第 5 演 習室 ア クマ デ、 ヨ テー ！

追試は 100満点で あ り 、 追試合格 者の みは そ の 得点を 修正点と して 報告す る 予定で あ る 。

以 下に は 追試の 予想問題に つ い て も 述べ て あ る 。

================================================

1 lim
R→∞

∫ R

0

sin x sin x2dx が 収束す る こ と を 示せ 。

解答例 [8]： d cos x2/dx = −2x sinx2 よ り 部分積分して

∫ R

0

sin x sin x2dx = −

∫ R

0

sin x

2x
d(cos x2)

=
cos x2 sin x

2x

∣∣∣∣
0

R

+

∫ R

0

cos x2

(
cos x

2x
−

sin x

2x2

)
dx = I + II − III

と なる 。 こ こ で

I =
cos x2 sinx

2x

∣∣∣∣
0

R

→ 1/2 (R → ∞),

|III | ≤

∫ R

0

| cos x2 sin x|

2x2
dx ≤

∫ ∞

0

1

2x2
dx < ∞

だ か ら 、 第 II 項を 調べ る 。 再度部分積分して

II =

∫ R

0

cos x2 cos x

2x
dx =

∫ R

0

cos x

4x2
d(sin x2) =

sin x2 cos x

4x2

∣∣∣∣
R

0

+

∫ R

0

sin x2 sinx

4x2
dx +

∫ R

0

sin x2 cos x

8x3
dx

と なる 。 こ れ よ り II は R → ∞ の と き 収束して い る こ と が 分か る 。 �

[別解 1]藤田尭 作:余弦公式か ら

sin x· sinx2 =
1

2
(cos (x2 − x) − cos (x2 + x))

と なる こ と と 、 x2 + x = (x + 1)2 − (x + 1) に 注意 す る 。

∫ R

0

(cos (x2 − x) − cos (x2 + x))dx =

∫ R

0

cos (x2 − x)dx −

∫ R+1

1

cos (x2 − x)dx

=

∫ 1

0

cos (x2 − x)dx −

∫ R+1

R

cos (x2 − x)dx

と なる か ら ∫ R

0

sinx sin x2dx =
1

2

∫ 1

0

cos (x2 − x)dx −
1

2

∫ R+1

R

cos (x2 − x)dx

1



で あ る 。 一 方 d sin(x2 − x)/dx = (2x − 1) cos (x2 − x) だ か ら x > R > 1/2 と す る と 、

∣∣∣∣
∫ R+1

R

cos (x2 − x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
sin(x2 − x)

2x − 1

∣∣R+1

R
+

∫ R+1

R

2 sin(x2 − x)

(2x − 1)2
dx

∣∣∣∣

≤
1

2R + 1
+

1

2R − 1
+

∫ R+1

R

1

(2x − 1)2
dx −→ 0 (R → ∞).

[別解 2]糟谷久 矢作: R > R′ > 0 と す る と

∫ R

R′

sin x sin x2dx = −
1

2

[
sin x cos x2

x

]R

R′

−
1

2

∫ R

R′

cos x2· sin x

x2
dx +

1

2

∫ R

R′

cos x2· cos x

x
dx

と なる 。 上式右 辺の 各項を 評価す る 。

∣∣∣∣
sin R cos R2

R
−

sin R′ cos R′2

R′

∣∣∣∣ ≤
1

R
+

1

R′
≤

2

R′

と ∣∣∣∣
∫ R

R′

cos x2· sin x

x2
dx

∣∣∣∣ ≤
∫ R

R′

1

x2
dx =

1

R′
−

1

R

は R′ → ∞ と す る と ０に い く 。 ま た 、

∫ R

R′

cos x2· cos x

x
dx =

1

2

[
sin x2· · · cos x

x2

]R

R′

+
1

2

∫ R

R′

x sin x + 2 cos x

x3
sin x2dx

だ か ら 、 前と 同じ 計算で 、 こ れ も R′ → ∞ と す る と ０に い く 。

[別解 3]桝本卓作: 1/2 < R′ < R と す る と

∫ R

R′

(cos (x2 − x) − cos (x2 + x))dx =

[
sin(x2 − x)

2x − 1

]R

R′

−

[
sin(x2 + x)

2x + 1

]R

R′

=
sin(R2 − R)

2R − 1
−

sin(R′2 − R′)

2R′ − 1
−

sin(R2 + x)

2R + 1
+

sin(R′2 + R′)

2R′ + 1

と なる 。 こ こ で R′ → ∞ と す れ ば 、 上式左辺の 絶対値は ０に 収束す る 。 �

2 f(n) = (n2 + 1)(n2 + 4)(n2 + 9)· · ·(n2 + (2n)2) と す る と き lim
n→∞

f(n)1/n

n4
を 求 め よ 。

解答例 [7]： g(n) = (1 + (1/n)2)(1 + (2/n)2)(1 + (3/n)2)· · ·(1 + (2n/n)2) = f(n)/n4n と お く 。 こ れ よ り

f(n)1/n/n4 = g(n)1/n だ か ら 、 こ れ の 対数を と っ て

1

n
log g(n) =

1

n

2n∑

k=1

log (1 + (k/n)2) →

∫ 2

0

log (1 + x2)dx

と なる こ と が 分か る 。 (x log (1 + x2))′ = log (1 + x2) + 2x2/(1 + x2) で あ り (2 arctan x)′ = 2/(1 + x2) だ か ら

(x log (1 + x2) + 2 arctan x − 2x)′ = log (1 + x2)

と なる 。 こ れ よ り 、

∫ 2

0

log (1 + x2)dx = x log (1 + x2) + 2 arctan x − 2x
∣∣2
x=0

= 2 log 5 + 2 arctan 2 − 4.

exp を と り 、 指数関 数の 連続性よ り

lim
n→∞

f(n)1/n

n4
= e2 log 5+2 arctan 2−4. �
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3 区分的に C1-級 の 境界 ∂Ω を 持つ 有界領域 Ω ⊂ R2 と 、 Ω 上の C2-級 関 数 f, g に 対し Green の 公式

が 成立す る ： ∫∫

Ω

(f∆g − g∆f)dxdy =

∫

∂Ω

(
f

∂g

∂n
−

∂f

∂n
g

)
ds.

但し、 n は 単位 外向き 法線ベ クトル 、 右 辺は ∂Ω 上の 線積分。

(i) ε > 0 と す る 。 こ の 公式を 特に Ω が Dε,R = {(x, y) ∈ R2 | ε ≤
√

(x − a)2 + (y − b)2 ≤ R} の 場合に 極座標

を 用い て 表現し直し、 証明せ よ 。

(ii) DR = {(x, y) ∈ R2 |
√

(x − a)2 + (y − b)2 < R} と し、 f を DR 上の C2 級 関 数で ∆f = 0なる も の と す

る 。 こ の 時、 (i) で g = 1 と す る こ と に よ っ て 以 下を 示せ 。

f(a, b) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a + R cos θ, b + R sin θ)dθ.

[略解例]： (i)[10] (a, b) を 中心と す る 極座標を と る 。 x−a = r cos θ, y−b = r sin θ (0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ < 2π)

と お き 、 u(x, y) に 対し ũ(r, θ) = u(a + r cos θ, b + r sin θ) と 記 す 。 こ の 時、

(̃∆u)(r, θ) = [∂2
r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θ ]ũ(r, θ)

と なる こ と は 、 １年次微分積分学の 基 本的修得事項。 ２ 年次に なっ て 少々 詳しく 習っ た 積分記 号下の 変数変換

公式に よ り ∫∫

Dε,R

f(x, y)∆g(x, y)dxdy =

∫∫

(ε,R)×(0,2π)

f̃(r, θ)(̃∆g)(r, θ) rdrdθ

と なる 。 重積分か ら 累次積分に 直して 部分積分す る と

∫ R

ε

f̃∂2
r g̃ rdr = [rf̃∂rg̃]

∣∣R
ε
−

∫ R

ε

∂r(rf̃ )∂rg̃ dr

= Rf̃∂rg̃ − εf̃∂rg̃ −

∫ R

ε

∂rf̃∂rg̃ rdr −

∫ R

ε

f̃∂rg̃ dr,

か つ ∫ R

ε

f̃
1

r
∂rg̃ rdr = [f̃ g̃]

∣∣R
ε
−

∫ R

ε

g̃
1

r
∂rf̃ rdr.

f と g の 役割 を 変え て 計算す る と

∫ R

ε

f̃
(
∂2

r g̃ +
1

r
∂rg̃) rdr −

∫ R

ε

g̃
(
∂2

r f̃ +
1

r
∂rf̃) rdr = [rf̃∂rg̃]

∣∣R
ε
− [rg̃∂rf̃ ]

∣∣R
ε
. (1)

故に 、 上式を θ に 関 して 積分し、 円 環 領域 Dε,R の 外側の 境界で ∂r は 外向き の 法線微分、 内側の 境界で −∂r は

外向き の 法線微分を 与え る こ と に 注意 す る 。 す る と 、

∫ 2π

0

Rf̃(R, θ)
∂g̃

∂r
(R, θ) −

∫ 2π

0

εf̃(ε, θ)
∂g̃

∂r
(ε, θ) =

∫

∂Dε,R

f
∂g

∂n
ds. (2)

ま た 任意 の r で ∫ 2π

0

f̃∂2
θ g̃dθ = −

∫ 2π

0

∂θf̃∂θg̃dθ =

∫ 2π

0

g̃∂2
θ f̃dθ

なる こ と に 注意 す る と 、 (1) よ り

∫∫

Dε,R

(f∆g − g∆f)dxdy =

∫ 2π

0

∫ R

ε

(f̃ (̃∆g) − (̃∆f)g̃) rdrdθ

=

∫ 2π

0

(
f̃

∂g̃

∂r
−

∂g̃

∂r
g̃

)
dθ

∣∣∣∣
R

r=ε

=

∫

∂Dε,R

(
f

∂g

∂n
−

∂f

∂n
g

)
ds.

(3)
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[別解]佐竹紘彰作: 少し問題を 改作した も の だ が 、

∇(f ·∇g) = ∇f ·∇g + f ·∇∇g = ∇f ·∇g + f∆g

よ り f∆g = ∇(f ·∇g) −∇f ·∇g に 注意 す る 。 Gauss の 定理よ り

∫∫

Ω

∇(f ·∇g)dxdy =

∫∫

Ω

÷(f ·∇g)dxdy

=

∫

∂Ω

f∇g·ndS =

∫

∂Ω

f
∂g

∂n
dS.

こ こ で 、 f と g の 役割 を と り 変え た も の を 考え 、 辺々 加え れ ば 良い 。 しか し、 こ れ で は 問題の 解答自身に は なっ

て い ない が 、 半分程の 点を 与え た 。 �

追試予想問題： Gauss の 定理の 具 体的に 与え た 領域 で の 証明を 問題と して 出す 予定で あ る 。

(ii)[5] 求 め た い 式は (i) の 記 号を 使え ば 、 [∂2
r + 1

r ∂r + 1
r2 ∂2

θ ]f̃(r, θ) = 0なら ば

f̃(0, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(R, θ)dθ

と なる 。 こ れ を 示そ う 。

f , g が C2 で あ る こ と と 積分の 定義 か ら 、 (3) で ε → 0 と で き て

∫∫

DR

(f∆g − g∆f)dxdy = lim
ε→0

∫ 2π

0

∫ R

ε

(f̃ (̃∆g) − (̃∆f)g̃) rdrdθ

= lim
ε→0

∫ 2π

0

(
f̃

∂g̃

∂r
−

∂g̃

∂r
g̃

)
dθ

∣∣∣∣
R

r=ε

=

∫

∂DR

(
f

∂g

∂n
−

∂f

∂n
g

)
ds.

(4)

こ の (4) で ∆f = 0, g = 1 と す れ ば

0 =

∫

∂DR

∂f

∂n
ds =

∫ 2π

0

∂f̃

∂r
(R, θ)dθ =

∫ 2π

0

∂f̃

∂r
(r, θ)dθ

∣∣∣∣
r=R

.

上式は R だ け で は なく 任意 の 0 < r < R で 成立す る こ と に 注意 す る 。 θ方向に よ る 積分と r方向の 微分

の 順序を 入れ 替え る こ と が で き て 、
∂

∂r

∫ 2π

0

f̃(r, θ)dθ = 0

が 従う 。

こ れ を r に つ い て (0, R) で 積分して

0 =

∫ 2π

0

f̃(R, θ)dθ −

∫ 2π

0

f̃(0, θ)dθ =

∫ 2π

0

f(a + R cos θ, b + R sin θ)dθ − 2πf(a, b). �

4a 積分値

∫ 1

0

log (1 + x)

1 + x2
dx を 以 下の よ う に して 求 め よ 。

α ≥ 0 に 対し関 数 F (α) を F (α) =

∫ 1

0

log (1 + αx)

1 + x2
dx と 定め る 。 こ の と き 、

(i)
dF

dα
を α と log (1 + α) を 用い て 表せ 。

(ii) F (1) を 求 め よ 。

(
Hint: F (0) = 0 よ り F (1) = F (1) − F (0) =

∫ 1

0

(
dF

dα

)
dα で あ る 。

)

4



解答例： (i)[5] F (α) を α で 微分す る の だ が 、 形式的に 、 微分を 積分記 号下で 実行し、 部分分数分解

x

(1 + x2)(1 + αx)
=

1

1 + α2

{
x

1 + x2
+

α

1 + x2
−

α

1 + αx

}

を 用い る と

d F (α)

dα
=

d

dα

∫ 1

0

log (1 + αx)

1 + x2
dx

∗
=

∫ 1

0

d

dα

log (1 + αx)

1 + x2
dx =

∫ 1

0

x

(1 + x2)(1 + αx)
dx

=
1

1 + α2

{
1

2
log 2 +

π

4
α − log (1 + α)

}

と なる 。 積分と 微分の 順序変更
∗
= が 許さ れ る こ と の 証明：

d F (α)

dα
= lim

h→0

F (α + h) − F (α)

h
= lim

h→0

∫ 1

0

log (1 + h x
1+αx)

h(1 + x2)
dx,

こ こ で 、 z = x
1+αx と お く と 0 ≤ z ≤ 1 で あ り 、 収束

1

h
log (1 + hz) → z (h → 0)

は z ∈ [0, 1] に 関 し一 様だ か ら 、 極限と 積分の 順序が 変更で き て 、 上で 行なっ た 順序変更が 正当化で き る 。 �

(ii)[5] (i) 及 び ヒ ン トと

∫ 1

0

1

1 + α2
dα = tan −1 α

∣∣1
0

=
π

4
,

∫ 1

0

α

1 + α2
dα =

1

2
log (1 + α2)

∣∣1
0

=
1

2
log 2

を 用い 、『 x ∈ [0, 1] に 関 し一 様に limα→1 log (1 + αx) = log (1 + x) だ か ら 、 極限と 積分の 順序が 変更で き て 』、

F (1) = lim
α→1

F (α) = lim
α→1

∫ 1

0

log (1 + αx)

1 + x2
dx =

∫ 1

0

log (1 + x)

1 + x2
dx

=

∫ 1

0

(
dF

dα

)
dα =

∫ 1

0

1

1 + α2

{
1

2
log 2 +

π

4
α − log (1 + α)

}
dα

=
1

2
log 2

∫ 1

0

1

1 + α2
dα +

π

4

∫ 1

0

α

1 + α2
dα −

∫ 1

0

log (1 + α)

(1 + α2)
dα

=
log 2

2
arctan α

∣∣1
0

+
π

8
log 2 − F (1).

こ れ よ り 、 F (1) =
π

8
log 2. �

4b 積分値

∫ 1

0

log (1 + t)

t
dt を 以 下の よ う に して 求 め よ 。

(i) f(x) =

∫ x

0

log (1 + t)

t
dt を x に 関 して 整級 数展開せ よ （ ヒ ン ト： Taylor展開と 項別積分定理を 用い よ ）。

(ii) Abel の 定理を 用い よ （ こ こ で
∑∞

n=1 n−2 = π2/6、
∑∞

n=0(2n + 1)−2 = π2/8 は 既 知と して よ い ）。

解答例： (i)[5] f(x)1 =

∫ x

0

log (1 + t)

t
dt と して x に 関 して 整級 数展開す る 。 こ れ を x = 0 で Taylor展開

す る の で は なく 、 被積分関 数を

log (1 + t)

t
= 1 −

1

2
t +

1

3
t2 − · · · +

(−1)n−1

n
tn−1 + · · ·

と Taylor展開2し、 こ れ を 項別積分して

∫ x

0

log (1 + t)

t
dt = x −

1

22
x2 +

1

32
x3 − · · · +

(−1)n−1

n2
xn + · · ·

1右 辺の 積分の 被積分関 数は t = 0 で 定義 さ れ て い ない の で 広義 積分の 意 味
2log (1 + t) を t = 0 で Taylor 展開で せ よ

5



と なる 。

(ii)[5] 上式右 辺は x = 1 で 収束す る こ と は Leibniz の 定理で 示さ れ る 。 そ こ で Abel の 定理よ り

∫ 1

0

log (1 + t)

t
dt =

1

12
−

1

22
+

1

32
− · · · +

(−1)n−1

n2
+ · · ·

と なる 。 と こ ろ で 上の 右 辺の 級 数は 絶対収束す る か ら 、 和の 順序を 変え て

∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
=

∞∑

n=0

1

(2n + 1)2
−

∞∑

n=1

1

(2n)2
=

π2

8
−

π2

4·6
=

π2

12
. �

5 B = {x ∈ R3 | |x| < 1}、 y ∈ R3 と す る と き 、

∫

B

cos (x, y)dx =
4π

|y|2

(
sin |y|

|y|
− cos |y|

)

なる こ と を 示せ 。 こ こ で 、 (x, y) =
∑3

j=1 xjyj、 |y|2 = (y, y) と す る 。

[略解例] [10] : ま ず |y| 6= 0 の 場合を 考え る 。 必要なら ば 図形を 動か して 、 ベ クトル y ∈ R3 は x1-軸上に

あ る 、 即ち 、 y = t(y1, 0, 0) |y1| = |y| と 仮定して 一 般性を 失わ ない 。 す る と 、

∫∫∫

B

cos (x, y)dx =

∫∫∫

B

cos (x1y1)dx1dx2dx3

と なる の で 、 座標を x = t(x1, x2, x3) = t(x1, r cos θ, r sin θ) (0 ≤ θ ≤ 2π), r2 = |x1 + x2
2|

2, tan θ = x2/x1 と

極座標変換 す れ ば

B̃ = {(x1, r, θ) | − 1 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ r2 + x2
1 ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}, dx2dx3 = rdrdθ

と なる 。 ∫∫∫

B

cos (x1|y|)dx1dx2dx3 =

∫ 1

−1

∫

{0≤r2≤1−x2

1
}

∫ 2π

0

cos (x1|y|)dx1rdrdθ

を Fubini の 定理を 用い て 計算す る と

= 2π

∫ 1

−1

1 − x2
1

2
cos (x1y1)dx1

と なる 。 こ の 式か ら y1 > 0 と して 一 般性を 失わ ない こ と が 見て 取れ る の で 、 t = x1|y| と 変数変換 す れ ば

= 2π

∫ |y|

−|y|

|y|2 − t2

2|y|3
cos tdt

と なる こ と に 注意 す る 。 簡 単な計算で

∫ |y|

−|y|

cos tdt = 2 sin |y|,

∫ |y|

−|y|

t2 cos tdt =

∫ |y|

−|y|

t2(− cos t)′′dt = 2|y|2 sin |y| + 4|y| cos |y| − 4 sin |y|

と なる か ら 、 ∫∫∫

B

cos (x1|y|)dx1dx2dx3 =
4π

|y|2

(
sin |y|

|y|
− cos |y|

)
.

上の 計算は |y| 6= 0 と して 計算して い る が 、 |y| = 0 の 場合、 左辺は 単に ３ 次元単位 球 の 体積だ か ら 、 そ の

値は 4π/3 と なる 。 ま た 、

lim
t→0

1

t

(
sin t

t
− cos t

)
=

1

3

に 注意 す れ ば 、 |y| = 0 の と き に も 、 問題に 与え ら れ た 式は 成立す る こ と が 分る 。 �
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