
解析概論 I 　第I 回講義内容（10 200 年4 1 月2 1 日）0 12.30 増補

◎ 中間試験実施：

日時：

.

1 月2 1 日（金曜日）、7 1 時5 分00 —1 時8 0 分0 ( 時間変更⇐
試験場：本館　Ｈ

)
13 教室、

試験範囲：

1

Riemann-Stieltje 積分、多次元広義s 積分！専ら計算してもらう。R

=======

曲線：１変数関数の積分論復習と有界変動関数1

多次元2 Rieman 積分n

広義3 Rieman 積分n

多次元4 Rieman 積分記号下での変数変換n

パラメータ付き多次元5 Rieman 積分n

5. 一様収束と項別積分1

5. パラメータ付き積分

定理

2

5.1 をΩ R の体積確定な有界閉集合、n を任意の１次元区間、I K = Ω× とおく。I f(x,t) (x ∈ Ω, t ∈ I

が

)
上連続ならばK

(1) F (t) =
∫

Ω

f(x, t)d はx 上連続であり、I

(2 更に) ∂f/∂ がt 上で連続ならば、K はF 上I C 級で1

F ′(t) =
∫

Ω

∂f

∂t
(x,t)d

が成立する。

証明：

x

をJ に含まれる任意の有界閉区間としてI (1 、) (2 を示せば良い。そこで、定理における) とJ

の役割を読み替えて、

I

I = [a, b として] ( 、1) ( を示す。2)
(1) f(x, t) = ft( とおく。コンパクト集合x) 上K は連続だから一様連続、即ち、任意のf ε > に対して0 δ >

があって、

0
(x,t), (y, s) ∈ でK

|(x, t) − (y, s)| < δ =⇒ |f(x, t) − f(y, s)| <

となる。これは言い換えると

ε

|t − s| < δ =⇒ |ft(x)− fs(y)| < ε (∀x ∈ Ω 即ち) ‖ft − fs‖ < ε.
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故に、|t − s| < のときδ

|F (t) − F (s)| ≤
∫

Ω

|ft(x) − fs(x)|dx ≤ ‖ft − fs‖|Ω| ≤ ε|Ω

これより

|.

はF 上で一様連続となる。I

(2) ∂f/∂ がt 上一様連続ならば、K (1 により)

G(t) =
∫

Ω

∂f

∂t
(x,t)d

は

x

上連続である。任意のI s ∈ に対しI

∫ s

a

G(t)dt =
∫ s

a

[ ∫
Ω

∂f

∂t
(x,t)dx

]
dt

(i)
=

∫
Ω

[∫ s

a

∂f

∂t
(x,t)dt

]
dx

(ii)
=

∫
Ω

(f(x, s) − f(x,a))dx = F (x)− F (a

ここで

)

(i は) Fubin の定理、i (ii は微積分の基本定理による。この式より、再度微積分の基本定理により、)
F ′(s) = G(s) (s ∈ I となる。これより) は連続だからG F ∈ C1(I となる。)

例：

�

a > 0, b > として積分値0

Ia =
∫ π/2

0

cos 2xdx

(a cos 2x + b sin 2x)2
, Ib =

∫ π/2

0

sin 2xdx

(a cos 2x + b sin 2x)

は以下の積分を

2

とa に関して偏微分して得られる。b

J(a, b) =
∫ π/2

0

dx

a cos 2x + b sin 2x

定義

.

5.1 D = [a, b を) の区間、R を集合としI D × 上の関数I f(x,t が、任意の) u ∈ に対し、D についてx

[a, でu] 可積分としR

Fu(t) =
∫ u

a

f(x,t)d

とおく。

x

上の関数族I {Fu}u∈ がD u → b (u < b のとき)

F (t) = lim
u→b−0

∫ u

a

f(x, t)dx

(
=

∫ b−0

a

f(x, t)d とも書くx

)
(1

に

)

上一様収束するとき、広義積分I (1 は) に関しt 上一様収束するという。I I ⊂ R でn に含まれるコンパク

ト集合

I

上で一様収束するとき、K (1 は) 上一様収束するという。

定理

I

5.2 J = [a, b とし、) を一つの集合とする。関数I f(x, t) : J × I → に対しR 上の関数J M (x があって)
(i) |f (x,t)| ≤ M (x) (∀x ∈ J, ∀t ∈ I),

(ii) ∃
∫ b

a

M (x)dx = lim
u→b

∫ u

a

M (x)d

とする。このとき広義積分

x,
∫ b

a

f (x, t)dx = F (t は) 上一様収束する

証明：

I

(ii より) Mu =
∫ u

a

M (x)dx → Mb =
∫ b−0

a

M(x)d だから、関数の極限に関するx Cauch 条件よ

り以下が成り立つ：任意の

y

ε > に対して0 c ∈ [a, b があって、) c < u ≤ v < なる任意のb u, に対しv

∣∣Mv − Mu

∣∣ < ε
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となる。故に、c < u ≤ v < と任意のb t ∈ に対しI (i により)

∣∣Fv(t) − Fu(t)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ v

a

f(x, t)dx −
∫ u

a

f(x,t)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ u

v

|f(x, t)|dx ≤
∫ u

v

M (x)dx = Mv − M

即ち

u

‖Fv − Fu‖ ≤
∣∣Mv − Mu

∣∣ <

が成り立つ。これより、関数族

ε

{Fu}U∈ はJ 上で一様I Cauch 条件を満たすからy 上で一様収束する。I

定理

�

5.3 J = [c, d とし、) はI の区間とする。連続関数R f : J × I → に対し広義積分R

F (t) =
∫ d−0

c

f(x, t)d

が

x

上一様収束するとき、以下が成立する：I

(1) はF 上連続である。I

(2) に含まれる任意の有界閉区間I [a, b で]

∫ b

a

F (t)dt =
∫ d−0

c

[ ∫ b

a

f(x,t)dt

]
dx

証明：

.

( 任意の1) u ∈ [c, d をとり)

Fu(t) =
∫ u

c

f(x,t)d

とおく。関数

x

F はu 上連続で、連続関数族I {Fu}u∈ がJ 上I に広義一様収束するから、F はF 上連続である。I

(2) Fubin の定理よりi ∫ b

a

Fu(t)dt =
∫ u

c

[ ∫ b

a

f(x,t)dt

]
dx.

{Fu}u∈ はJ [a, b 上で] に一様収束するから、項別積分定理よりF u → d− のとき上式左辺は0
∫ b

a

F (t)d に収

束する。

t

定理

�

5.4 J = [c, d 、) はI の区間とし、連続関数R f : J × I → は以下の仮定を満たすとする：R

(a 任意の) t ∈ に対し広義積分I F (t) =
∫ d−0

c

f(x,t)d が存在する。x

(b)
∂f(x, t)

∂
が

t
J × 上で存在し連続。I

(c) G(t) =
∫ d−0

c

∂f(x, t)
∂t

d はx 上広義一様収束する。

このとき

I

はF 上I C 級であり、1

F ′(t) =
∂

∂t

∫ d−0

c

f(x,t)dx =
∫ d−0

c

∂f(x, t)
∂t

dx = G(t). (2

証明：

)

(b), (c と定理) 5.3(1 より、) G(t は) 上で連続である。I の任意の有界閉区間I [a, s をとると、定

理

]
5.3(2 と微積分の基本定理) よりI

∫ s

a

G(t)dt =
∫ d−0

c

[ ∫ s

a

∂f(x, t)
∂t

dt

]
dx =

∫ d−0

c

[f(x,s) − f (x,a)]dx = F (s) − F (a

となる。微積分の基本定理

)

I よりI は微分可能でF (2 が成立する。) �
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5.2.1 関数の性質B パラメタ付き積分の例として

任意の

–

x > 0, y > をパラメタとして積分0

Γ(x) =
∫ +∞

0

e−ttx−1dt, B(x,y) =
∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1d

を

t

Gamm 関数、a Be 関数と命名しその性質を前に少し述べた。

定理

ta

5. 任意の5 x > 0, y > 、0 n ∈ に対して以下が成立する：N

(1) Γ(x + 1) = xΓ(x),

(2) Γ(1) = 1,

(3) Γ(x + n) = (x + n− 1)(x + n − 2)· · ·xΓ(x),

(4) Γ(n + 1) = n!,

(5) Γ(x) > 0,

(6) 2
∫ +∞

0

e−r2
r2x−1dr = Γ(x),

(7) B(x,y) = 2
∫ π/2

0

sin 2x−1θ cos 2y−1θ dθ = B(y, x),

(8) B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

,

(9)
∫ π/2

0

sin nθ dθ =
Γ((n + 1)/2)Γ(1/2)

2Γ((n + 2)/2)
,

(10) Γ(1/2) =
√

π, Γ((2n + 1)/2) =
(2n− 1)!!

2n

√
π (n ∈ N

証明：丁度良い演習問題である、各自計算されることを期待する。

定理

),

5.6 (1) Γ( はx) x > で連続のみならず0 C 級であり、任意の∞ n ∈ に対してN

Γ(n)(x) =
∫ +∞

0

e−ttx−1(log t)ndt. (3)

(2) log Γ(x は) x > で凸関数である。

注意：凸関数の定義とか、そうなるための十分条件を思い出しておいて欲しい。

証明：

0

( 任意の1) α > に対し0 log t = − とおくとx

lim
t→+0

tα log t = lim
x→+∞

(−x)e−αx =

となる。これより

0

log t = O(t−α) (t → +0 であるから、) fn(x,t) = e−ttx−1(log t とおくと)n

fn(x,t) = O(tx−nα−1) (t → +0 である。だから、) ∀x > に対し0 0 < α < x/ なるようにn をとればα

fn(x,t) = O(tλ) (λ > −1 となる。これより)
∫ 1

0

fn(x,t)d は絶対収束する。また、t x0 > を固定すれば0

x0 ≤ x, 0 < t ≤ で1 |fn(x, t)| ≤ |fn(x0, t だから)| x0 ≤ で上の積分は一様収束する。

一方、

x

log t/t → 0 (t → +∞ より) log t = 0(t) (t → である。また、任意の+∞) に対してm e−t =
O(t−m だから、) fn(x,t) = O(tx+n−1−m) (t → +∞ となる。) を十分大きくとってm x + n − 1 − m < −

とすれば

1∫ +∞

1

fn(x,t)d が収束することが示せる。任意にt x1 > を固定したとき、0 x ≤ x1, 1 ≤ のときt
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|fn(x, t)| ≤ |fn(x1, t だから、この積分は)| x ≤ で一様収束する。これらより、広義積分x1 (3 が) (0, + 上広

義一様収束することが示された。定理

∞)
5. より4 Γ は(x) x > で何回でも微分可能で0 回導関数はn ( で与えら

れることは数学的帰納法で示される。特に

3)

Γ は(x) x > で連続である。0

( 任意の2) u ∈ に対し式R ( を用いて3)

Γ(x)u2 + 2Γ′(x)u + Γ′′(x) =
∫ +∞

0

e−ttx−1(u2 + 2u log t + (log t)2)dt =
∫ +∞

0

e−ttx−1(u + log t)2dt ≥

となる。これは

0

に関する２次方程式の判別式u がD

D/4 = Γ′(x)2 − Γ(x)Γ′′(x) ≤

となることを意味する。これを用い

0

(log Γ(x))′′ =
(

Γ′(x)
Γ(x)

)′
=

Γ(x)Γ′′(x)− Γ′(x)2

Γ(x)2
≥

となる。故に、

0

log Γ は凸関数となる。(x)

定理

�

5.7 (Gamm 関数の特徴付けa 関数) f : (0,∞) → が任意のR x > に対して0

(i) f(x + 1) = xf(x), (ii) f(x) > であり0 log f(x は凸関数) , (iii) f(1) =

であるとする。このとき

1

f(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x + 1)· · ·(x + n)
= Γ(x) (Eule の公式r

が成立する。

証明：

)

(i) n ≥ なる自然数に対し1

f(x + n) = (x + n − 1)(x + n − 2)· · ·(x + 1)xf

となるから、

(x)

x = と、1 (iii から) f(n + 1) = n が従う。! (ii より) g(x) = log f は凸関数なのだから(x)
0 < a < t < に対しb

g(t) − g(a)
t − a

≤ g(b) − g(a)
b − a

≤ g(b) − g(t)
b −

が成立する。この関係式を

t

0 < x ≤ 1, 2 ≤ n ∈ に対して適用してN

log (n − 1) = log f(n) − log f(n − 1) ≤ log f(n + x) − log f(n)
x

((a, t, b) = (n − 1, n, n + x))

≤ log f(n + 1) − log f(n) = log n ((a, t, b) = (n, n + x,n + 1)

この式に

)

を掛け、それを指数関数の肩に乗せx f( を掛けてn)

(n− 1)xf(n) ≤ f(n + x) ≤ nxf(n) (0 < x ≤

となるから、これを

1)

(x + n − 1)(x + n− 2)· · ·(x + 1 で割って)x

(n− 1)xf(n)
(x + n − 1)(x + n − 2)· · ·(x + 1)x

≤ f(n + x)
(x + n − 1)(x + n− 2)· · ·(x + 1)x

= f(x)

≤ nxf(n)
(x + n − 1)(x + n − 2)· · ·(x + 1)x

5



が得られる。この式で は任意だったから、n n − を1 に置き換え、n f(n + 1) = を用いてn!

an(x) =
nxn!

(x + n)(x + n − 1)· · ·(x + 1)x
≤ f(x) ≤ nxn!

(x + n)(x + n − 1)· · ·(x + 1)x
·x + n

となる。これより

n

0 ≤ f(x)− an(x) ≤ an(x)
(

x + n

n
− 1

)
≤ f(x)

x

n
→ 0 (n →

即ち、

∞)

の表示式が従う。上ではf 0 < x ≤ の場合であったが、この表示式は1 x > で成立することを示す。

実際、

0
x = y + m, 0 < y ≤ 1m ∈ とおくときN

lim
n→∞

nxn!
(x + n)(x + n − 1)· · ·(x + 1)x

= lim
n→∞

nyn!
(y + n)(y + n − 1)· · ·(y + 1)y

nm(y + m − 1)· · ·(y + 1)y
(y + n + m)· · ·(y + n + 1)

= (y + m − 1)· · ·(y + 1)yf(y) = f(y + m) = f(

となるからである。ここで

x)

limn→∞ nm/[(y + n + m)· · ·(y + n + 1)] = なることを用いた。

ところで

1

Γ も定理の条件(x) (i), (ii), (iii を満たすから、表示式が成立するが、この表示式における極限

は唯一つだから

)

f(x) = Γ となる。(x)

ところで

�

γ = lim
m→∞

(
1
1

+
1
2

+ · · · + 1
m

− log

が収束することは以下のように示される：

m

)

0 < un =
1
n
− log

n + 1
n

=
∫ 1

0

t

n(n + t)
dt ≤=

∫ 1

0

dt

n2
=

1

より

n2

∑∞
n=1 un < となる。これと∞

lim
m→∞

(
1
1

+
1
2

+ · · · + 1
m

− log m

)
= lim

m→∞

( m∑
n=1

un + log
m + 1

m

)
=

∞∑
n=1

から

un

（γ =Eule 数）が存在する。r Gamm 関数については、このa Eule 数を用いて次の無限積表示がある。こ
れは

r
z ∈ に対して成立してC

1
Γ(z)

= zeγz
∞∏

n=1

[(
1 +

z

n

)
e−z/n

]
(Weierstrass′sformula

更に、

)

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin πz
.

5.2.2 The Laplace Metho

定理

d

5.8 をU R の原点の開近傍とし、あるd c > に対し0 B̄c ⊂ なるものとする。但し、U B̄ は開球c Bc =
{x ∈ R

d | |x| < c の閉包とする。} ϕ(x), a(x) ∈ C∞(Ū は、ある定数) b1, b があって、2 ‖ϕ‖C0(U) ≤ b 及び1

‖a‖C0(U ) ≤ b を満たすとする。ここで2 Hess ϕ(0) = Hess 
ϕ(0 は正定値行列で、更にある) p > があって0

p|x|2 ≤ x·Hess ϕ(0)x (∀x ∈ R
d),


(ϕ(x) − ϕ(0)) ≥ p|x|2/4 (∀x ∈ U ).
(4

とする。このとき

)

∫
U

e−λϕ(x)a(x)dx =
(

2π

λ

)d/2
e−λϕ(0)

(det Hess ϕ(0))1/2

(
a(0) + O(λ−1)

)
(λ → ∞) (5)

6



が従う。ここで、O(λ−1 は、) c, b1, b2, とp にのみよる定数d があって、任意のC λ > に対して1 |O(λ−1)| ≤ Cλ−

なることとする。

証明：まず以下の主張を示そう：

主張

1

5.1 H = Hess ϕ(0 とおき) a ∈ C∞
0 (U に対し)

∫
U

e−λx·Hx/2a(x)dx

=
(

2π

λ

)d/2

(det H)−1/2

[
a(0) +

∇·H−1∇
2λ

a(0) +
1
2

(
∇·H−1∇

2λ

)2

a(0) + O(λ−3)
]

as λ → ∞.

(6

ここで、

)

b2, とp にのみよる定数d があって、任意のC λ > に対して1 |O(λ−3)| ≤ Cλ− とする。

主張の証明

3

積分記号下の変数変換により: ∫
U

e−λx·Hx/2a(x)dx = (det H)−1/2

∫
Rd

e−λy2/2a(H−1/2y)dy

一方、

.

Taylo 展開を用いてr

a(H−1/2y) =
5∑

j=0

(H−1/2y·∇x)ja(0)
j!

+ R6(y

となる。ここで

)

R6(y) =
∑
|α|=6

(H−1/2y)α

6!

∫ 1

0

(1 − t)6(∂αa)(tH−1/2y)dt

故に、

.

∫
U

e−λx·Hx/2a(x)dx = (det H)−1/2

( 5∑
j=0

∫
Rd

e−λy2/2 (H−1/2y·∇x)ja(0)
j!

dy +
∫

Rd

e−λy2/2R6(y)dy

)
.

定理

�

5. の証明の続き8 上の積分で: j = 1, 3, に相当するものは０であり、5 j = より0 (5 の第１項が得ら
れる。

)

B 上でc χ(x) = かつ1 0 ≤ χ(x) ≤ なる1 χ(x) ∈ C∞
0 (U をとる。)

∫
U

e−λϕ(x)a(x)dx =
∫

U

e−λϕ(x)a(x)χ(λ1/3x)dx +
∫

U

e−λϕ(x)a(x)(1 − χ(λ1/3x))dx.

ϕ(x) = ϕ(0) + x·Hx/2 + r(x を用いて)

r(x) =
1
3!

∑
|α|=3

xα

∫ 1

0

(1 − t)2(∂αϕ)(tx)dt (7

となるから

)

∫
U

e−λϕ(x)a(x)χ(λ1/3x)dx = e−λϕ(0)

∫
Rd

e−λx·Hx/2e−λr(x)a(x)χ(λ1/3x)dx

= e−λϕ(0)λ−d/3

∫
Rd

e−λ1/3y·Hy/2bλ(y)dy

(8

となる。ここで

)

y = λ1/3 でx

bλ(y) = exp
[
− 1

3!

∑
|α|=3

yα

∫ 1

0

(1 − t)2(∂αϕ)(tλ−1/3y)dt
]
a(λ−1/3y)χ(y). (9)
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ここで、λ > に無関係な定数1 ∃Cm > があって0 supy |∂α
y bλ(y)| ≤ Cm, |α| ≤ となる。これよりm ( を上式

右辺に適用して

6)

∫
U

e−λϕ(x)a(x)χ(λ1/3x)dx =
(

2π

λ

)d/2
e−λϕ(0)

(det H)1/2
(a(0) + 0(λ−1

即ち、

))

c, b1, b2, にのみよる定数p があってC |0(λ−1)| ≤ Cλ− となる。

式

1

(9 の第２項は以下のように評価される：)
∣∣∣∣
∫

U

e−λϕ(x)a(x)(1 − χ(λ1/3x))dx

∣∣∣∣ ≤ e−λ�ϕ(0)‖a‖C0

∫
U

e−λp|x|2/4|1 − χ(λ1/3x)|dx

≤ e−λ�ϕ(0)‖a‖C0e−pλ1/3c2/8

∫
U

e−pλ1/3x2/8d

これらより、望みの結果が得られる。

x.

注意：講義では鞍点法といったが、むしろ

�.

Laplac の方法といった方が良いだろう。e

5.2. 停留点の方法（3 Method of Stationary Pha ）se

Feynma 積分は、数学的にはn Schrödinge 方程式の解のr 依存性を明らかにするのを目的としている、解

の新しい表示方法であると考えられる。

�

i�
∂u

∂t
=

[
− h2

2M
∆ + V (x)

]
u, u(x,0) = u

の解は積分核

(x)

K(t, x,y を用いて)

u(x, t) =
∫

Rn

K(t, x,y)u(y)d

と書ける

y

のだが、ここで重要なのは1 K(t, x, y の以下の表示である。)

K(t, x, y) =
∫

Ct,x,y

e−i�S(γ)dF γ,

Ct,x,y = {γ(·) ∈ ([0, t] : R
n) | γ(0) = y, γ(t) = x},

S(γ) = inf
γ∈Ct,x,y

∫ t

0

L(γ(τ), γ̇(τ ))dτ,

L(γ, γ̇) =
1

2M
|γ̇|2 − V (γ

で、

)

dF はγ Ct,x, のy Lebesgu 的測度と想定されるもので、数学的には存在しない事が証明されているもので
ある。

この表示が何故重要かは、有限次元空間のときは以下の定理が成立することで、それの類似から

e

λ = �
−

として

1

Boh の対応原理が成立することを容易に想定させるr からである。以下、もっとも簡単な版を単純な形

で述べておこう。

積分

2

I(λ) =
∫

Rn

eiλS(x)u(x)dx u ∈ C∞
0 (Rn

の

)

λ → での挙動について考える。∞

ここは今まで習ってきたような普通の積分と考えない方が良い1

現時点では、この想定には重大な欠陥がある2

8



定理 5.9 (Method of Stationary Phase) S(x を実数値) C 級関数とし。2 ∇S(x0) = かつ0 det(∂2S/∂xi∂xj) �=
を満たす点0 x0 ∈ supp が唯一つ存在するとする。u λ ∈ でR |λ| ≥ のとき1

I(λ) ∼
(

2π

λ

)n/2∣∣∣∣ det
(

∂2S

∂xi∂xj

)∣∣∣∣
−1/2

u(x0) exp
[
iλS(x0) +

iπ

4
sign

(
∂2S

∂xi∂xj

)]
(λ → ∞)

ここで

.

f(λ) ∼ g とは(λ) λ → のとき∞ |f(λ) − g(λ)| = 0(λ−(n/2)−1 とする。

注意：

)

を複素平面C での閉曲線、z f(z と) u(z を) の解析関数とし積分z

I(λ) =
∫

C

eiλf(z)u(z)d

の

z

λ → での挙動を調べる方法を鞍点法∞ (Saddle point method という。これについては、見通しの良い一
般論は知られていないと思われる。

％％％％％

メモ：受講者は

)

2 名前後。前回の講義録に0 Rieman 積分論の拡張としてn H 積分を述べておいたが、そ

れからの連想だろう「微分の拡張はあるのですか？」という

K
君の質問があった。もっともな質問である。S

D(Rn) = {φ ∈ C∞(Rn) | の台はφ compac

とし、

t}

を局所的に積分可能な関数、f ϕ ∈ D(Rn とする。もし) がf xj 方向に偏微分可能ならば部分積分の公

式から

-

〈∂xjf, ϕ〉 =
∫

Rn

∂f(x)
∂xj

ϕ(x)dx = −
∫

Rn

f(x)
∂ϕ(x)
∂xj

dx = −〈f, ∂xj ϕ

となる。これから、もし

〉

が普通の意味では微分可能でなくてもf は超関数の意味で微分可能でそれをf ∂xj

と書き、左辺を右辺で定義する。この概念をより拡張できて、それにより局所的可積分ではない関数、

f

Di
の

rac
関数δ δ というもの、(x) ∫

Rn

δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0)(= 〈δ,

に数学的に正当な意味をつけることができるようになる。

ϕ〉)
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