
解析概論第一期末追試験解答例（200 年5 月12 1 日）井上淳　9

1 をI R の集合とし、有界関数n f : I → と、R ∅ �= U ⊂ なるI に対し、U のf における振幅

（

U

amplitude, oscillatio ）n O(f,U を)

O(f, U) = sup
x∈U

f(x) − inf
x∈U

f(x)(= sup
y,z∈U

|f(y) − f(z

と定める。

)|)

x ∈ に対し関数I O(f, I ∩ Bδ(x)), Bδ(x) = {y ∈ R
n | |x − y| < δ は} δ → のとき単調減少で+0

lim
δ→+0

O(f, I ∩Bδ(x)) = o(f,

が存在する。これを

x)

の一点f における振幅という。

コンパクト集合

x

I ⊂ R 上の有界関数n f : I → に対し以下を証明せよ：R

(1)[10] がf x ∈ で連続とするI ⇐⇒ o(f, x) = 0.
(2)[10 任意の] ε > に対し0 B = {x ∈ I | o(f, x) ≥ ε は閉集合である。}

—————————————

解答例

-

:

(1) (=⇒) がf x ∈ で連続ならば、任意のI ε > に対しある0 δ > があって0 |x − y| < のときδ

|f (x)− f(y)| < だからε 0(f, I ∩Bδ(x)) ≤ となる。故にε o(f, x) ≤ 0(f, I ∩Bδ(x)) ≤ であり、ε o(f, x) = と

なる。

0

（

�
⇐ ）= o(f, x) = とすると、任意の0 ε > に対しある0 δ > があって0 0(f, I∩Bδ(x)) ≤ となる。ε 0(f, I∩Bδ(x)) =

supy,z∈I∩Bδ(x) |f (y) − f(z だから、)| |x − y| < のときδ

|f(x)− f(y)| ≤ sup
y,z∈I∩Bδ(x)

|f (y) − f(z)

となる。これは

|

はf で連続を意味する。x

（

�
⇐ 対偶で）= o(f, x) �= とすると、ある0 ε > があって0 o(f, x) ≥ である。即ち、任意のε δ > に対し0

O(f, I ∩ Bδ(x)) ≥ である。これは「あるε ε > があって任意の0 δ > に対し0 |x − y| ≤ なるδ x,y ∈ でI

|f (x) − f(y)| ≥ となるものがある」ことに相当する。即ち、ε はf で連続ではない。x �

(2) {xn} ⊂ がB x に収束しているとする。0 x を内部に含む開区間0 をとると、J に含まれるあるJ x に

対して
n

o(xn) ≥ なのだからε O(f, J) ≥ となる。ε は任意だったからJ o(x0) ≥ 、即ち、ε x0 ∈ B.

====================================

2 　 (a)[5 数列] {an が} Cauch 列をなすことの定義を述べよ。y
(b)[5] をf [0, 1 上の連続関数とする。この時、] [0, 1 内の任意の] Cauch 列y {an に対し} {f(an) は} Cauch
列をなすことを示せ。

y

(c)[10] がf (0, 1 上の連続関数の場合、] (b の主張は成立するか。成立する場合はその証明を、成立しない場

合は反例をあげよ。

)

(d)[10] をf [0, 1 から] (0, 1 への関数とし、) (0, 1 内の任意の) Cauch 列y {an に対し} {f(an) も} Cauch 列を
なすものとする。このとき

y
は連続関数となるか。正しければその証明を、主張が間違いならば反例をあげよ。f

—————————————

解答例

-

:

( 任意のa) ε > に対し、ある数0 があって、N m,n > なる限りN |am − an| < となること。ε �
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(b) {an を} [0, 1 内の] Cauch 列とすると、y {an は} [0, 1 内の点] に収束する。一方、α はf [0, 1 上の
連続関数だから

]
f(an は) f(α に収束する。故に) {f(an は)} Cauch 列をなす。y �

(c 主張は成立しない。実際、) (0, 1 上の連続関数] f(x) = 1/ に対し、x an = 1/ ととれ。n {an は} Cauch

列をなすが

y

f(an) = はn n → の時発散する。∞ �

(d 主張は間違いである。例えば)

f(x) =




1
3 x = 0,

1
2 0 < x < 1,

1
3 x =

とすれば、この関数は明らかに連続ではない。しかし、

1

{an を} (0, 内の任意の1) Cauch 列とするときy f(an) = 1

は
2

Cauch 列である。y �

====================================

3 　関数 f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 − (x + y + z) の極値を求めよ。2

—————————————

解答例

-

[25 極値点となり得る候補は]: の停留点f {(x, y, z) | fx(x,y, z) = fy(x,y, z) = fz(x, y, z) = 0
の中にある。簡単な計算で

}
x = y = かつz x(2x2 − 3) = となる0 (]5 。即ち、) の停留点は３点f (0, 0, 0),

(
√

3
2
,
√

3
2
,
√

3
2
), (−

√
3
2
,−

√
3
2
,−

√
3
2
である) (]5 。ところで)

Hess f(x,y, z) =




fxx(x,y, z) fxy(x,y, z) fxz(x, y, z)
fyx(x,y, z) fyy(x,y, z) fyz(x,y, z)
fzx(x,y, z) fzy(x, y, z) fzz(x, y, z)


 =




12x2 − 2 −2 −2
−2 12y2 − 2 −2
−2 −2 12z2 − 2




となるから、



Hess f(0, 0, 0) = 2




−1 −1 −1
−1 −1 −1

−1 −1 −1


 , Hess f(±

√
3
2
,±

√
3
2
,±

√
3
2
) = 2




8 −1 −1
−1 8 −1

−1 −1 8


 (]5

行列

).

Hess f(0, 0, 0 は正定値でも負定値でもないから、極値かどうか、これだけでは判定出来ない) (]5 。一方、行列)

Hess f(±
√

3
2 ,±

√
3
2 ,±

√
3
2 の全ての主小行列式は正であるからこの行列は正定値であり、点) (±

√
3
2 ,±

√
3
2 ,±

√
3
2

は極小値を与えるところである

)
(]5 。)

最後の部分の別の表現：

�

det(Hf (0, 0, 0)− λI3) = −λ(λ2 + 3λ + 6),

det(Hf(±
√

3
2
,±

√
3
2
,±

√
3
2
) − λI3) = −(λ− 6)(λ− 9)

となるから、停留点

2

(0, 0, 0 は固有値に) を含み、この段階では極値点かどうか判定できない。停留点0 (±
√

3
2
,±

√
3
2
,±

√
3
2

はすべての固有値が正だから、狭義極小点である。

注意：前学期の期末試験の解答例でも「極値点かどうかの判定」について付録に述べておいたが、それを

再掲しておいた。

)

====================================

4 (a)[10 点] P = (X, Y, Z から定平面) Tp : �x+my+nz = p (�2+m2+n2 = への距離1) d((X, Y, Z), Tp

を

)
Lagrang 未定乗数法を用いて求めよ。e

2



(b)[15 点] P = (X,Y,Z が楕円面) X2/a2+Y 2/b2+Z2/c2 = 上を動く時、点1 と定平面P Tp : �x+my+nz = p

(�2 + m2 + n2 = 1 の距離の最大値を求めよ。)

—————————————

解答例：

-

(a 点) P = (X, Y,Z から定平面) Tp �x + my + nz = への距離をp dTp(X,Y,Z) = d(P, T と書

く。これを

)
Lagrang 未定乗数法で求めよう。このためにe

Ψ(x, y, z : µ) = (X − x)2 + (Y − y)2 + (Z − z)2 − µ(�x + my + nz − p

とおく。この関数の極値点があれば、そこでは

)

∂Ψ
∂x

=
∂Ψ
∂y

=
∂Ψ
∂z

=
∂Ψ
∂µ

=

となっていなくてはならない。故に、その点で

0

−2(X − x)− µ� = 0, −2(Y − y) − µm = 0, −2(Z − z) − µn = 0, �x + my + nz − p =

となる。最小値が存在しそれが極値点であることは明らかであろう。

0

�2 + m2 + n2 = を用い、1

X − x = µ
�

2
, Y − y = µ

m

2
, Z − z = µ

n

2

にそれぞれ

,

�, m, を掛けたものと、両辺を２乗したものを用いると簡単にn

dTp(X,Y, Z) = d(P, T ) = |p − �X − mY − nZ

となる。

|

(b 次に、)

Φ(X, Y, Z; λ) = dTp(X, Y, Z)2 − λ

(
X2

a2
+

Y 2

b2
+

Z2

c2
− 1

とおき、上と同様に極値点の候補を求める。

)

∂Φ
∂X

=
∂Φ
∂Y

=
∂Φ
∂Z

=
∂Φ
∂λ

=

となる。その極値点では

0

2�(�X + mY + nZ − p) − λ
2X

a2
= 0, 2m(�X + mY + nZ − p) − λ

2Y

b2
= 0,

2n(�X + mY + nZ − p) − λ
2Z

c2
= 0,

X2

a2
+

Y 2

b2
+

Z2

c2
− 1 =

だから

0

�X + mY + nZ = とおいてγ

λ = γ(γ − p), γ − p =
λX

a2�
=

λY

b2m
=

λZ

c2

となる。故に、

n

γ2 = a2�2 + b2m2 + c2n であり、求める量は2

|p − γ| = |p ±
√

a2�2 + b2m2 + c2n2

となる。この値の大きい方が求めるものとなることは明らかだから、

|

p > に注意すれば0 p+
√

a2�2 + b2m2 + c2

となる。

注意：点から平面までの距離の公式は高校時代に勉強したであろうが、点から平面までの垂線の長さが一

番短い、からという考察無しで公式が導かれていることに注意して欲しい。
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＝＝＝＝付録：極値点かどうかの判断＝＝＝＝

変数関数の場合 ：1 はf 階連続微分可能とし2 f ′(a) = とする。0


f ′′(a) > ならば0 はf (a, b で極小値をとる、)

f ′′(a) < ならば0 はf (a, b で極大値をとる、)

f ′′(a) = ならば ここで極値になるかどうか一般には判定できない。

しかし、

0

は何回も連続微分可能とするとき、f Taylo 展開を用いれば容易に、r


f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2n− 1 かつ) f (2n)(a) > ならば0 はf (a, b で極小値をとる、)

f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2n− 1 かつ) f (2n)(a) < ならば0 はf (a, b で極大値をとる、)

f (k)(a) = 0 (k = 1, 2, · · ·, 2 かつn) f(2n+1)(a) �= ならば0 はf (a, b で極値になるかどうか

一般には判定できない、

ことが分る（即ち、

)

f ′(a) = 、0 f ′′(a) = でも判定できる場合がある）。このような判定条件を２変数（以上

の）一般の関数に対してどこまで見通し良い形で作ることができるのか？これは煩雑になるだろうと思われる

が、私は書いたものを知らない。

0

変数関数の場合 ：

定理

2

0. 偏導関数が連続な関数1 f(x,y が点) (a, b で極値になるとき)

fx(a, b) = fy(a, b) =

が成立する。さらに、

0

(a, b で) の２階偏導関数が連続のときf

Jf (x,y) = det Hf (x,y) = fxx(x, y)fyy(x,y) − fyx(x,y)fxy(x, y), Hf =

(
fxx fyx

fxy fyy

として

)




Jf (a, b) > のとき0


fxx(a, b) > ならば0 はf (a, b で極小値をとる、)

fxx(a, b) < ならば0 はf (a, b で極大値をとる、)
,

Jf (a, b) < のとき、0 はf (a, b で極値にならない、)

Jf (a, b) = ならば、ここで極値になるかどうか一般には判定できない。0 �

(1)

注意 上の 変数の場合の判定条件2 は1 Hes 行列se H の固有値がすべて正（極小）か、すべて負（極大）

か、正負取り混ぜてあるが
f

はないか、固有値に0 を含む（まだ判定できない）か、の場合に分けることに相

当する。

0

変数関数の場合 ：

定義

n

0.1 R 上のn 次形式2

Q(x) =
n∑

i,j=1

bijxixj , bij = bji ∈ R

4



に対し、B = (bij をそれの係数行列という。) Q(x) = (Bx|x) = txB であり、x

2(Bx|y) = Q(x + y) − Q(x)− Q(y

が成り立つ。

)

(i) でない全ての0 x ∈ R に対してn Q(x) > となるとき、0 を正値（正定値）であるという。Q

(ii) でない全ての0 x ∈ R に対してn Q(x) < となるとき、0 を負値（負定値）であるという。Q

(iii ある) x,y ∈ R があってn Q(x) > 0 > Q(y となるとき、) を不定符号であるという。Q

(iv) det B �= のとき、0 を正則であるという。

定理

Q

0.2 次形式2 と対応する係数行列Q に対し以下の条件B (a)–(e は互いに同値である：)

(a) x = で0 は狭義の最小値Q をとる。0

(b) x = で0 は狭義の極小値Q をとる。0

(c) は正値である。Q

(d) B = (bij の固有値はすべて) > である。0

(e) のすべての主小行列式B D はk > である。即ち、0

Dk =




b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bk1 bk2 · · · bkk


 > 0 (1 ≤ k ≤ n

系

).

0.1 次形式2 と対応する係数行列Q に対し以下の条件B (i), (ii), (ii は互いに同値である：i)

(i) は負値である。Q

(ii) の固有値はすべてB < である。0

(iii) の主小行列式B D はk (−1)kDk > 0 (1 ≤ k ≤ n を満たす。

定理

)

0.3 R の開集合n 上のU C2 級実数値関数- が、f a ∈ でU f ′(a) = を満たすとする：0 (i) R 上の２次形

式

n

(d2f) が正値ならば、a はa の狭義の極小値である。f (ii) (d2f が負値ならば、)a はa の狭義の極大値であ

る。

f

(iii) (d2f) が不定符号ならば、a はa の極値点ではない。

系

f

0.2 R の開集合n 上のU C2 級実数値関数- が、f a ∈ でU f ′(a) = を満たすとする：0 x ∈ に対してU

fjk(x) = ∂2f
∂xj ∂xk

(1 ≤ j, k ≤ n とおき、)

Dk(x) =




f11(x) f12(x) · · · f1k(x)
f21(x) f22(x) · · · f2k(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fk1(x) fk2(x) · · · fkk(x)


 > 0 (1 ≤ k ≤ n

と定義する。このとき、

)

(i) Dk(a) > 0(1 ≤ k ≤ n ならば) はa の狭義極小点である。f

(ii) (−1)kDk(a) > 0(1 ≤ k ≤ n ならば) はa の狭義極大点である。f

(iii) Dn(a) �= で0 (i でも) (ii でもなければ、) はf で極値をとらない。a
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