
解析概論 　第I 1 回講義内容（2 200 年4 月7 日）井上淳

１年次の微積分学では時間的制約で講義されなかったであろう条件付き極値問題を考察する。この話題は

是非とも理解して欲しい事柄でもある。

条件付き極値問題

定理

16

0.1 をU R の開集合とし、n f : U → 、R g : U → R は共にm C1 級とする。いま-

(a) a ∈ S = {x ∈ U
∣∣ g(x) = 0 において、} がf 上の極値S に達し、かつ1

(b) rank g′(a) =

であるとすれば、

m

λ = (λ1, · · ·, λm) ∈ R が存在してm

f ′(a) = λg′(a

が成立つ。

証明：

)

rank g′(a) = よりm n ≥ である。必要ならば座標m の番号を入れ替えてxi

∂(g1, · · ·, gm)
∂(xn−m+1, · · ·, xn)

�=

と仮定してよい。このとき、陰関数定理より、

0

の近傍で方程式a g(x) = を0 xn−m+1, · · ·, x について解く

ことができる。今、
n

x = t(x1, · · ·, xn) = t(y, z)y = t(x1, · · ·, xn−m)z = (xn−m+1, · · ·, xn と分解し、同様に)
a = t(b, c)b = t(a1, · · ·, an−m)c = t(an−m+1, · · ·, an と書こう。このとき、) b, のc R

n−m, R における近傍m V ,
とW C1 級関数- ϕ : V → が存在して、W V × W ⊂ であり、U x = t(y, z) ∈ V × に対してW

x ∈ S (g(z) = 0) ⇐⇒ z = ϕ(y

となる。更に、

)

ϕ′(y) = −
(

∂g

∂z

)−1

·
(

∂g

∂y

で与えられる。関数を

)

F (y) = f(y, ϕ(y) と定めると、これは) n− 次元の開集合m 上で定義されたV C1 級関

数で、一点

-
b ∈ で極値に達するからV F ′(b) = となる。一方、0

F ′(y) =
∂f

∂y
(x) +

∂f

∂z
(x)

∂ϕ

∂y
(y) =

∂f

∂y
(x) − ∂f

∂z
(x)

(
∂g

∂z
(x)

)−1(
∂g

∂y
(x)

である。

)

∂f

∂z
(a)

(
∂g

∂z
(a)

)−1

= λ ∈ R

と定義すると、上の式は

m

∂f

∂z
(a) = λ

∂g

∂z
(a)

1 のある開近傍a が存在して、W f (a は) S ∩ 上の最大値または最小値となるW

1



となる。また F ′(b) = を計算すれば0
∂f

∂y
(a) = λ

∂g

∂y
(a

となる。故に

)

f ′(a) =
(

∂f

∂y
(a),

∂f

∂z
(a)

)
= λ(

∂g

∂y
(a),

∂g

∂z
(a)) = λg′(a).

系

�

0.1 (Lagrang 未定乗数法e ) をU R の開集合とし、n f : U → 、R g : U → R は共にm C1 級とする。-
a ∈ S = {x ∈ U

∣∣ g(x) = 0 が} 上での関数S の極値点であるとき、次のf (i), (ii のいずれかが成立つ：)

(i) U ×R 上の関数m Φ(x, λ) = f (x)− λg(x) (λ = (λ1, · · ·, λm) ∈ R
m に対し、ある) λ0 ∈ R が存在して、次

式が成立つ。

m

Φ′(a, λ0) = 0. i.e.
∂Φ
∂xj

(a, λ0) = 0,
∂Φ
∂λk

(a, λ0) = 0. (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤

或いは、

m).

(ii) rank g′(a) <

証明：もし

m.

(ii でないとすると、) rank g′(a) = である。故に上の定理よりm f ′(a) = µg′(a となる定数)
µ ∈ R がある。一方、m a ∈ とするとS g(a) = だから0 λ = としてµ

Φ′(a, λ) = (f ′(a) − λg′(a),−g(a)) =

が、即ち

0

(ii が成立する。)

例１

�

[Hadama の定理、評価式rd ：] x2
j+y2

j +z2
j = A2

j (j = 1, 2, 3 という条件のもとで) ∆ = det



x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3




の最大値は


|A1A2A3 に等しいこと、| |∆| ≤ (

√
3M を示せ。但し、)3 A1A2A3 �= 0, M = maxj(|xj |, |yj |, |zj

とする。

解：

|)

f(x1, y1, z1, x2, · · ·, z3) = ∆ − 1
2

3∑
j=1

λj (x2
j + y2

j + z2
j − A2

j

とおく。

)

ˆ をxi での余因子すると、行列式の行に関する展開xi xix̂i + yiŷi + ziẑi = となる。故に、もしこの

関数の極値があるならばその点で

∆

fxj = x̂j − λjxj = 0, fyj = ŷj − λjyj = 0, fzj = ẑj − λjzj = 0 (1

を満たす。もし

)

i �= ならばj x̂ixj + ŷiyj + ẑizj = となる。実際、0 i = 1, j = 2

det




x2 y2 z2

x2 y2 z2

x3 y3 z3


 = x̂1x2 + ŷ1y2 + ẑ1z2 = 0, etc

故に、

.

(1 より)
x̂ixj + ŷiyj + ẑizj = λi(xixj + yiyj + zizj) = 0 (i �= j

となる。これより

)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a2

1 0 0

0 a2
2 0

0 0 a2
3

∣∣∣∣∣∣∣ = a2
1a

2
2a

2
3 ∵ ∆ = ±a1a2a3

2



xj , yj , の範囲は有界閉領域だからzj は最大値∆ |a1a2a3 と最小値| −|a1a2a3 を取る。| M = maxj(|xj |, |yj |, |zj

だから、

|)

a2
j ≤ 3M2, |aj| ≤

√
3M, |∆| ≤ (

√
3M)3.

註：この定理は

�

n × 行列に対してもそのまま拡張される。

例２：

n

p1 > 0, · · ·, pn > 、0 p1 + · · · + pn = とする。1 H(p1, · · ·, pn) = −
∑n

j=1 pj log p をエントロピーj

(entropy と呼び、) はH p1 = · · · = pn = 1/ で最大値をとる。

解：

n

F (p1, · · ·, pn) = −
n∑

j=1

pj log pj − λ(p1 + · · ·+ pn − 1

と定めると、極値をとる点では

)

∂F

∂pj
= − log pj − 1 − λ = 0 (j = 1, · · ·, n) ∵ p1 = · · · = pn(= e−(1+λ)

を満たす。一方、

)

(p1, · · ·, pn の範囲は有界、閉で、境界で) 、中で正だから、この点で最大値を持つ。0

練習問題

�

1定円に内接する三角形の中で面積最大のものが正三角形であることを、: Lagrang の未定乗数
法で証明せよ。（一般化して）定円に内接する最大面積の

e
角形を求めよ。

練習問題

n

2: yz + zx + xy = から定まる関数1 z = z(x,y の第２次導関数を求めよ（) z = 1−xy
x+ と解いて

計算したものと、陰関数のまま合成関数の微分則を用いて計算したものと計算量を比較せよ）。

練習問題

y

3: 変数変換[ 　関数] u(x,y の変数を) x + y = ξ, y = ξ と変換して関数η ũ(ξ, η) = u(ξ − ξη, ξη

とすると

)

(xux + yuxy + ux)(x,y)
∣∣
x+y=ξ,y=ξη

= (ξũξξ − ηũξη + ũξ)(ξ, η

しばしば、上の等式は

).

xux + yuxy + ux = ξũξξ − ηũξη + ũ と簡単に表記される。

練習問題

ξ

4: 微分方程式関連[ 　] f(x, y)fxyf(x,y) = fxf(x,y)fyf(x,y が成立つとき、) f (x,y) = ϕ(x)ψ(y
と表される。

＝＝＝＝おまけ＝＝＝＝

無限次元空間での条件付き極値問題 ：曲線

)

x = x(t に対して汎関数)

J [x] =
∫ b

a

F (t, x(t), x′(t))d

を、許容される曲線群

t

X� = {x(·) ∈ C1([a, b] : R) | x(a) = A, x(b) = B, K [x] =
∫ b

a

G(t, x(t), x′(t))dt = �

の中で考える。このとき、以下の定理が成立する。

定理

}

0.2 とF を、G F,G ∈ C1([a, b]× R×R : R であり、かつ) とx を固定するとき、x′ C2[a, b なるものと

する。

]
x = xc(t を) J [ の極値と仮定するとき、x] x = xc(t が) K の極値でないとすると、ある[x] があって、λ

x = xc(t は汎関数)

Φ(x, ẋ) =
∫ b

a

(F (t, x(t), ẋ(t)) + λG(t, x(t), ẋ(t)))dt

3



の極値になっている。即ち、x = xc(t は)

Fx − d

dt
Fẋ + λ

(
Gx − d

dt
Gẋ

)
=

を満たす。

少し雑に説明すると、もし

0

xc(t が汎関数) Φ(x,x′ の極値になっているとするならば、その) xc(t を少し

動かした時どうなっているべきだろうと考える。そこで、任意の

)

ϕ(t と) の近くの0 を考え、τ xc(t) + τϕ(t が
許容されているとしよう。任意の

)
ϕ(t を一つ止めて) の関数τ

Φ(xc + τϕ, ẋc + τ ϕ̇) =
∫ b

a

(F (t, xc(t) + τϕ(t), ẋc(t) + τϕ̇(t)) + λG(t, xc(t) + τϕ(t), ẋc(t) + τϕ̇(t)))d

を考える。

t

極値“ だとすると”
d

dτ
Φ(xc + τϕ, ẋc + τ ϕ̇)

∣∣∣∣
τ=0

=

となるべきだろう。この式を計算する。

0

d

dτ
Φ(xc + τϕ, ẋc + τϕ̇)

∣∣∣∣
τ=0

=
∫ b

a

[
Fxϕ + Fẋϕ̇ + λ

(
Gxϕ + Gẋϕ̇

)]
dt

=
∫ b

a

[
Fx − d

dt
Fẋ + λ

(
Gx − d

dt
Gẋ

)]
ϕ(t)d

ここで

t

H(t) = Fẋ(t, xc(t) + τϕ(t), ẋc(t) + τ ϕ̇(t とおくと部分積分より))

∫ b

a

H(t)ϕ̇(t)dt = −
∫ b

a

d

dt
H(t)ϕ(t)d

となること、連続関数

t

I(t に対し十分沢山の) でϕ

∫ b

a

I(t)ϕ(t)dt = 0 =⇒ I(t) =

となることを用いた。

0

古典力学であらわれる

�

Lagrangian density L(t, γ, γ̇) (γ = (γ1, · · ·, γn), γ̇ = (γ̇1, · · ·, γ̇n に対して))

L(γ, γ̇) =
∫ T

0

L(t, γ, γ̇)d

とするとき

t

δL(γ, γ̇) = とは0
d

dt
Lγ̇j

= − ∂

∂γj
Lγ

としたのもので、上と同様の推論で導かれる。

＝＝＝＝おまけ終わり＝＝＝＝

＝＝＝＝付け足し＝＝＝＝

練習問題

j

1定円に内接する三角形の中で面積最大のものが正三角形であることを、: Lagrang の未定乗数

法で証明せよ。（一般化して）定円に内接する最大面積の

e
角形を求めよ。

解答例：定円の半径を

n

とし、内接三角形の３辺の中心角をr x, y, 2π − x − とすると、三角形の面積y

S = S(x,y は)

S =
r2

2
[sin x + sin y − sin(x + y)]

4



と与えられる。もし頂角の一つが鈍角であれば、その対辺を中心を超えて移動し内接させれば面積は大きくな

るから、面積最大になるものは直角または鋭角三角形である。故に

D = {(x,y) | 0 < x ≤ π, 0 < y ≤ π, π ≤ x + y < 2π

で

}

の最大値を調べれば良い。極値点ではS

Sx =
r2

2
[cos x− cos (x + y)] = 0, Sy =

r2

2
[cos y − cos (x + y)] =

となるから、

0

cos x = cos (x + y) = cos であり、これを満たす極値点y (x,y は) 内ではD x = y = 2π のみ

である。また、

/3

det

(
Sxx Sxy

Syx Syy

)
= det

(
−sin x + sin(x + y) sin(x + y)

sin(x + y) −sin y + sin(x + y)

)

= sin x sin y − (sin x + sin y)sin(x + y) (> 0 at x = y = 2π/3)

より、

,

x = y = 2π/ で極大値をとる。一方3 はS 内で正、D の境界D ∂ でD だから、内部に最大値をとる点

が存在する。故に、それが点

0
x = y = 2π であり、そこでの最大値は/3 3

√
3r2 である。

練習問題

/4

2: yz + zx + xy = から定まる関数1 z = z(x,y の第２次導関数を求めよ（) z = 1−xy
x+

と解いて

計算したものと、陰関数のまま合成関数の微分則を用いて計算したものと計算量を比較せよ）。

解答例：この例の場合は、関数

y

が簡単にz x, の陽な関数としてy z = 1−xy
x+ と簡単に表示できるので、そ

れを偏微分して
y

zx =
−y(x + y) − (1 − xy)

(x + y)2
=

−1 − y2

(x + y)2
, zy =

−x(x + y)− (1 − xy)
(x + y)2

=
−1 − x2

(x + y)2

陰関数のまま合成関数の微分則を用いて計算すると、

.

yzx + z + xzx + y = 0, z + yzy + xzy + x = 0

最初の式に

.

とx を掛けて、y

x(x + y)zx + xy + xz = 0, y(x + y)zx + y2 + yz = 0 =⇒ (x + y)2zx + xy + y2 + xz + yz =

となる。これと

0

yz + zx + xy = より1 zx = −1−y2

(x+y)
が求められる。

＝＝＝＝＝

メモ：中間試験の感想を見て、私の意図したことが必ずしも伝わっていないことを痛感した。そこで、何

故、普通の

2

Eucli 空間だけでなく距離空間と言う概念で特にd Banac 空間で微分を考えたかの説明を再度し

た。また、極限概念の一つの拡張である上極限、下極限について、期末試験でも出題することを約束し、勉強

してくれることを期待した。受講者は４０名前後か、中間試験を受けた人数程度。

h
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