
「解析概論第１期末試験問題解答例と色々 月–7 日」 井上23 revised7.3

色々な答案があり、それらの幾つかには見るべきもの、注意すべきもの、出題の間違いを指摘して

いるものもあった。以下にそれらを記した。また、

0

5 の別解については、数学科と物理学科の「違

い」として説明したので、是非読んで欲しい。

1 (a) をK 内の空でないコンパクト集合で、関数R g : K → がR の各点で上半連続、即ち、K

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)(x ∈ {y ∈ K | |y − a| < δ} =⇒ g(x) < g(a) +

ならば、

ε)

はg で最大値を持つことを示せ。K

(b) K ⊂ R, L ⊂ を共に空でないコンパクト集合とし、R f : K × L → を連続関数とする。このときR

g(x) = miny∈L f(x,y は) の各点で上半連続なることを示せ。K

—

解答例：

—-

(a) [1 コンパクト集合0] で上半連続ならばK は上に有界でg supx∈K g(x) = M < となる（実

際、もし上に有界でないとすると、数列

∞

{xn で} g(xn) > なるものが存在する。n はコンパクトだから部分

列

K

{xn′ があって} x0 ∈ に収束するとしてよい。任意のK ε > に対し0 δ > があって、0 |xn′ − x0| < ならば

上半連続性より

δ

n′ < g(xn′) < g(x0) + となる。ε n′ → として、∞ ∞ ≤ g(x0) < となり矛盾）。∞

su の定義より、点列p {xn があって} M −1/n < g(xn) ≤ となる。そこで、部分列M {xn′ が} x に収束すると

すると、任意の

0

ε > に対して0 δ > があって、0 |xn′ −x0| < ならばδ M − 1/n′ < g(xn′) < g(x0) + ε ≤ M +

となる。まず

ε

n′ → として∞ M ≤ g(x0) + ε ≤ M + 、ε ε > は任意だったから0 g(x0) = となる。M

(b) [1 点0] x0 ∈ でK g(x0) = miny∈L f(x0, y とすると、) f(x0, y は) に関しy で連続だから最小値をとる点L

y0 ∈ L, g(x0) = f(x0, y0 がある。) はコンパクト集合f K × 上で連続だから、一様連続である。故に、任意

の

L

ε > に対して0 δ > があって、0 |x − x0| + |y − y0| < ならばδ |f(x, y) − f(x0, y0)| < となる。これより、ε

|x − x0| < δ/ ならば2 |y − y0| < δ/ のとき2

f(x,y) < ε + f(x0, y0) = ε + g(x0) =⇒ min
|y−y0|<δ/2

f(x, y) < ε + g(x0

となる。一方

)

が何であれ、x g(x) = miny∈L f(x, y) ≤ min|y−y0|<δ/2 f(x,y だから、)

|x − x0| < δ ならば/2 g(x) < ε + g(x0).

別解：

�

任意の(a) a ∈ をとると、K ε = として1

(∃δ > 0)(∀x)(x ∈ {y ∈ K | |y − a| < δ} =⇒ g(x) < g(a) + 1

となる。即ち、各

)

a ∈ に開近傍K U (a, δ) = {y ∈ R | |y − a| < δ があって} K ⊂ ∪a∈KU (a, δ となるから、コ

ンパクト性より、有限個の点

)

a1, · · ·, aN ∈ があってK K ⊂ ∪N
i=1U (ai, δ となる。これより、)

g(x) < max
i=1,···,N

g(ai) + 1 for ∀x ∈

となり、

K

上でK は上に有界である。ココマデハg O 。

上の議論より

K

supx∈K g(x) = M < が存在する。『もしこの上限を∞ attai する元が無い、即ち、n g(x) < M

(∀x ∈ K と仮定すると、) maxi=1,···,N g(ai) < となるから、あるM η > があって0 maxi=1,···,N g(ai) + η < M
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としてよい。これから g(x) ≤ maxi=1,···,N g(ai)+ η < となるが、これはM が上限であることに矛盾する。』

この『

M

· · 』にはギャップがある· 。1 {ai は任意の} x ∈ に対してK g(x) < maxi=1,···,N g(ai) + となるように選

んであるが、

1

g(x) ≤ maxi=1,···,N g(ai) + は保証されない！η

(b 次のような答案があった。これをどう判断したら良いのだろうか？)

miny∈K f(x,y) = f(x, y(x) なる) y(x) ∈ が存在するL 。任意の2 a ∈ に対しK

g(a) − g(x) = min
y∈K

f(a, y) − min
y∈K

f(x, y) = f(a, y(a)) − f(x, y(x))

≤ f(a, y(x))− f(x,y(x)) ≤ max
y∈L

(f(a, y) − f(x,y

となる。一方、

))

はコンパクト集合f K × 上で（一様）連続だから、任意のL ε > 0, y ∈ に対し

ある

L

δ > があって0

|x − a| < δ =⇒ |f(a, y) − f(x, y)| <

となるので、

ε

|x − a| < δ =⇒ g(a) − g(x) <

が従う。

この推論には間違いがなさそうだが

ε

g(a) − ε < g となって求めたい式とは異なるが、これをどう解釈した

ら良いのだろうか。

実は、上と同じ議論で、

(x)

g(x)− g(a) = min
y∈K

f(x,y) − min
y∈K

f (a, y) = f(x,y(x)) − f(a, y(a))

≤ f(x,y(a)) − f(a, y(a)) ≤ max
y∈L

(f(x,y) − f(a, y

より

))

|x − a| < δ =⇒ g(x) − g(a) <

が従うが、これは正に求めたい式である。

この結論は『

ε

は点f (a, y(a で連続だから、)) y(a を固定し、任意の) ε > に対して0 |x − a| < の

とき

δ

f(x,y(a)) < f(a, y(a)) + となる。故に、ε g(x) = miny∈L f(x,y) ≤ f(x, y(a)) < g(a) + 』と

いう説明でも良い。

実は以下の定理が成立する：

定理

ε

0. 関数族1 {fλ}λ∈ の各関数Λ f が点λ で上半連続（または下半連続）ならばa f(x) = infλ∈Λ はfλ で

上半連続（または下半連続）である。

注意：下半連続の定義は書いていないが、上の記述からそれが何であるか推定できるであろう。

＝＝＝この問題に対するおまけ＝＝＝

a

野村先生による指摘1

勿論2 miny∈K f (x, y) = f (x, z となる) は一つとは限らないが、そうなるz のうちで、例えば最小のものをz y(x と記した)

2



定理 0.2 K ⊂ R
n, L ⊂ R を共に空でないコンパクト集合とし、m f : K ×L → を連続関数とする。このときR

(i) maxx∈K miny∈L f(x,y) ≤ miny∈L maxx∈K f(x,y の両辺が存在し、この不等式が成立する。)

(i さて、i) (a, b) ∈ K × がL の鞍点であるとは、f (a)f(x, b) ≤ f(a, b) (∀x ∈ K かつ) (b) f(a, b) ≤

f (a, y) (∀y ∈ L なることとする。) (i において等号が成立する必要十分条件は) が鞍点をもつことである。更

に、

f

( における等号の値はi) f(a, b である。

注意：不連続な上半連続関数の易しい例は以下のようにして作れる：まず

)

f ∈ C([a, b として]) ˜をf

f̃(x) =

{
f(x) if x 
= c ∈ (a, b),
γ if x = c with γ > f(c

と定める。この例から、このような不連続点が有限個のときはどうか、もし可算無限個だとどうなるか、色々

考えると楽しいのでは。以下の関数は

)

x = で上半連続かどうか調べよ。0

φ(x) =

{
1 if x ≥ 0,

0 if x < 0,
ψ(x) =

{
1 if x > 0,

0 if x ≤ 0,
η(x) =




1 if x > 0,

1/2 if x = 0,

0 if x < 0

＝＝＝おまけ終＝＝＝

.

======

2 {an}, {bn を数列とする。

（い）

}

lim supn→∞ an = lim infn→∞ a ならばn limn→∞ a が存在する事を示せ。

（ろ）

n

∃ limn→∞ a ならばn lim supn→∞ anbn = limn→∞ an· lim supn→∞ b を示せ。

（は）

n

an > 0, bn > ならば0 lim supn→∞ anbn ≤ lim supn→∞ an· lim supn→∞ b という主張は正しいか？

正しければ証明を、正しくなければ反例を挙げよ。

n

—

解答例：（い）

—

[5 定義から] ān = supk≥n an, an = infk≥n an, ā = infn ān = limn ān, a = supn an = limn a

とおく。すると

n

an ≤ an ≤ ā だから、n li をとるとm lim supn→∞ an, lim supn→∞ a が存在し等しいから、挟

み撃ちの原理で

n

limn→∞ a が存在し、その値はn となる。

（ろ）

γ

[5] cn = anb とおき（は）で用いた記法を用いると、『任意のn に対しn c̄n = supk≥n cn ≤

supk≥n an supk≥n bn = ānb̄ となる』。n supk≥ をとると、n c̄n ≤ ānb̄ となる。更にn lim をとると、n

lim sup
n

cn = lim
n

c̄n ≤ lim
n

ān· lim
n

b̄n = lim
n

an· lim sup
n

bn

この（ろ）は 間違い

.

であることが小林瑠加君の指摘で判明した。即ち、an = n−1(−1)n, b2m = 1,

b2m+1 = −2(2m + とすると、1) limn→∞ an = 0, lim supn→∞ bn = であり、一方1 a2mb2m = (2m)−1,

a2m+1b2m+1 = だから2 limn→∞ anbn = となる。もし望みの式が成立すれば2 2 = lim supn→∞ anbn =

limn→∞ an· lim supn→∞ bn = となるので、矛盾。故に、一般の数列では望みの式（ろ）は成立しない0 。

とすると、（ろ）の証明のどこに問題があるのか？『an > 0, bn > 0 =⇒ supn bn ≤ supn an· sup b 』は正n
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しい が、仮定3 an > 0, bn > がないと一般には正しくない0 。この議論が仮定4 an > 0, bn > なしで（ろ）の

『

0

· · 』で使われているので間違いが生じているのか？山田耕史君は· an = 1/n > 0, bn = n > のときを考え、

仮定

0

an > 0, bn > があっても（ろ）が成立しないことを注意している。

但し、

0

an > 0, bn > かつ0 lim supn→∞ bn < ならば（ろ）は成立する。その証明が上の解答例である。

（は）

∞

[5 補完実数の中での] を含んだ演算は、問題用紙に記しておいた。±∞ lim supn an < ∞, lim supn bn <

とすると不等式が成立していることは、（い）、（ろ）と同様にして示される。しかし、どちらかが∞ ± 或い

は

∞

のときは幾分まずい。例えば、0 an = 1/n, bn = n とすると2 ∞ ≤ 0 × であり、∞ an = 1/n2, bn = とす

ると

n

0 ≤ 0× となるからである。もし∞ 0× (±∞) = と定義するならば、不等式が成立しているとは言えな

くなるし、未定義のままだと「比較できない」からである。

注意：

0

lim supn→∞ a をn lim(supn an と考えているかのような答案があった。とすると、記号として)

lim n→∞a を用いた方が良かった。丁度n sin−1 と書くとx 1/sin と思う人が必ず出るのと似ている。x

======

3 関数 f : R → をR C2 級で- f(0) = を満たすものとする。このとき0

g(x) =

{
f(x)/x x 
= 0,

f ′(0) x = 0
: R →

と定義すると、

R

g ∈ C であることを示せ。1

—

解答例

—

[15：] x 
= では0 g′(x) = f ′(x)/x− f であるから、(x)/x2 x 
= で0 は微分可能で微分したものは

連続である。また任意の

g

x 
= に対して0 があってξ f(x) = f(0) + xf ′(0) + x2f ′′(ξ)/2 = xf ′(0) + x2f ′′(ξ)/ 、2

ξ ∈ (0, x となる。故に、) がf C2 級だから-

g(x) − g(0)
x

=
g(x)− f ′(0)

x
=

f ′′(ξ)
2

→ f ′′(0)
2

(x → 即ち0) ∃g′(0) =
f ′′(0)

となり、

2

g′(0 が存在する。次に) x 
= で0 g′(x) = (xf ′(x) − f(x)) に注意し、/x2 f ′(x) = f ′(0) + xf ′′(ζ 、)

ζ ∈ (0, となることを用いると、x)

lim
x→0

g′(x) = lim
x→0

[x(f ′(0) + xf ′′(ζ)) − (xf ′(0) + x2f ′′(ξ)/2)]/x2 = lim
x→0

[f ′′(ζ) − f ′′(ξ)/2] = f ′′(0)/2 = g′(0)

故に、

.

g′(x は) x = で連続である。

注意：

0

g′( が存在することと、0) limx→0 g′ が存在しそれが(x) g′(0 と等しくなることは別々に調べるべき

こと。

)

======

4 (a 点) P = (X,Y, Z から定平面) Tp : 	x + my + nz = p (	2 + m2 + n2 = 1 への距離) d((X, Y, Z), Tp

を

)

Lagrang 未定乗数法を用いて求めよ。e

(b 点) P = (X,Y,Z が楕円面) X2/a2 + Y 2/b2 + Z2/c2 = 上を動く時、点1 と定平面P Tp : 	x + my + nz = p

(	2 + m2 + n2 = 1 の距離の最大値を求めよ。)
3supn an = α, supn bn = とすると、任意のβ でn 0 < an ≤ α, 0 < bn ≤ だからβ 0 < anbn ≤ α となる。故に、β supn anbn ≤ αβ
4an = −1, bn = (−1) とするとn sup an = −1, sup bn = 1, supanbn = だから1 1 = sup anbn ≤ sup an· sup bn = − となり矛

盾
1
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—

解答例

—–

[2 ：0] 点(a) P = (X,Y,Z から定平面) Tp 	x + my + nz = への距離をp dTp(X,Y, Z) = d(P, T

と書く。これを

)

Lagrang 未定乗数法で求めよう。このためにe

Ψ(x, y, z : µ) = (X − x)2 + (Y − y)2 + (Z − z)2 − µ(	x + my + nz − p

とおく。この関数の極値点があれば、そこでは

)

∂Ψ
∂x

=
∂Ψ
∂y

=
∂Ψ
∂z

=
∂Ψ
∂µ

=

となっていなくてはならない。故に、その点で

0

−2(X − x)− µ	 = 0, −2(Y − y) − µm = 0, −2(Z − z) − µn = 0, 	x + my + nz − p =

となる。最小値が存在しそれが極値点であることは明らかであろう。

0

	2 + m2 + n2 = を用い、1

X − x = µ
	

2
, Y − y = µ

m

2
, Z − z = µ

n

2

にそれぞれ

,

	, m, を掛けたものと、両辺を２乗したものを用いると簡単にn

dTp(X,Y,Z) = d(P, T ) = |p − 	X − mY − nZ

となる。

|

(b 次に、)

Φ(X,Y,Z ;λ) = dTp
(X,Y,Z)2 − λ

(
X2

a2
+

Y 2

b2
+

Z2

c2
− 1

とおき、上と同様に極値点の候補を求める。

)

∂Φ
∂X

=
∂Φ
∂Y

=
∂Φ
∂Z

=
∂Φ
∂λ

=

となる。その極値点では

0

2	(	X + mY + nZ − p) − λ
2X

a2
= 0, 2m(	X + mY + nZ − p) − λ

2Y

b2
= 0,

2n(	X + mY + nZ − p)− λ
2Z

c2
= 0,

X2

a2
+

Y 2

b2
+

Z2

c2
− 1 =

だから

0

	X + mY + nZ = とおいてγ

λ = γ(γ − p), γ − p =
λX

a2	
=

λY

b2m
=

λZ

c2

となる。故に、

n

γ2 = a2	2 + b2m2 + c2n であり、求める量は2

|p − γ| = |p ±
√

a2	2 + b2m2 + c2n2

となる。この値の大きい方が求めるものとなることは明らかだから、

|

p > に注意すれば0 p+
√

a2	2 + b2m2 + c2n

となる。

注意：点から平面までの距離の公式は高校時代に勉強したであろうが、点から平面までの垂線の長さが一

番短い、からという考察無しで公式が導かれていることに注意して欲しい。

2

======
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5 長さ の単振子の周期	 は、T T = 2π
√

	/g は重力加速度(g で与えられる。このとき) と	 の測定

値から、

T

の値を求めることを考える。もし、g と	 の測定誤差がそれぞれT 1%, 以下ならば、2% の測定誤差

はほぼ

g

以下に押さえられることを示せ。5%

—

解答例

—-

[2 ：0] g(	, T ) = 4π2�
T だから、ある2 0 < θ < があって1

g(	 + ∆	, T + ∆T ) = g(	, T ) + E

とすると誤差項は

,

E = ∆	
∂g

∂	
(	 + θ∆	, T + θ∆T ) + ∆T

∂g

∂T
(	 + θ∆	, T + θ∆T

と書ける。一方

)

∂g

∂	
(	, T ) =

4π2

T 2
,

∂g

∂T
(	, T ) = −8π2	

T

となる。

3

T , の測定誤差は	 |∆T | ≤ 0.02T , |∆	| ≤ 0.01 だから、	

∣∣E∣∣ ≤ 0.01	
4π2

(T + θ∆T )2
+ 0.02T

8π2(	 + θ∆	)
(T + θ∆T )3

≤ 4π2	

T 2
(0.01 + 2 × 1.01 × 0.02) ≤ 0.0504

4π2	

T

となるから、ほぼ５％の誤差として良い。ここで少し荒い評価

2

	
4π2

(T + θ∆T )2
≤ 4π2	

T 2
,

8π2(	 + θ∆	)T
(T + θ∆T )3

≤ 2
4π2	

T 2
× 1.0

を用いた。

別解１

1

[1 点0 ：素朴な計算で、誤差範囲を求める。]

g <
4π21.01	

(0.98T )2
=

1.01
0.982

g < 1.05165g,

g >
4π20.99	

(1.02T )2
=

0.99
1.022

g > 0.95155

より、誤差は５％程度。これは誤差が

g

～4.84 5.1 ％だから、５％程度とは言いにくいのでは？故に減点。

別解２

7

[1 点0 ：] g = 4π2	T− より、それの微分は2

dg = 4π2T−2d	 − 8π2	T−3d

となる。仮定

T

|d	| ≤ 1
100

	, |dT | ≤ 2
100

より誤差は

T

|dg| ≤ 4π2	T−2

(
1

100
+ 2 × 2

100

)
=

5
100

である。

この論法で幾分気になるのは「微分」

g

d は「誤差」g ∆ と同義語だろうかである？g それに、何故問題文

で「ほぼ５％」としてあるのだろうか？

問題点の解明：Taylo の定理よりr

f(x + h) − f(x) = f ′(x)h +
h2

2
f ′′(x + θh)

6



となるが、「物理」では h = d と書いてx

df = f(x + dx) − f(x) = f ′(x)dx (+ (dx)2

2 f ′′(x + θd はx) d に比べ高位の無限小だからネグってx

と説明して「誤差」としているのだろう

)

。１％の誤差と言っているが、もし有効数字２ケタある機器ならば、5

1 ％の誤差かもしれない。すると、.00 Taylo の定理を用いた計算のr 5.0 ％の誤差まで測定でき、決してピッ

タリ

4

％ではないからである。物理的には5 d を無限小と言いつつ、無限小ではないg ％の誤差を無限小とし

ているところが「上の議論で

1

d を誤差として良いのか」という問題点なのである。g

====

成績評価：中間

==

2 、演習0 3 、期末0 9 という配点で0 6 点以上を可とし、0 12 点以上をすべて0 10 点とし0

60 ≤ x ≤ 12 の場合は0 60 + 2(x− 60)/ 点とする。尚、感想文があれば3 55 ≤ x ≤ 6 は0 6 点とする。（但し、

演習を受けたくても受けられなかったであろう物理の人には、中間＋期末の持ち点を

0

14/1 倍した後に上の操

作をした）。

履修申告者

1

7 名、期末試験受験者3 3 名、合格者8 1 名、不合格者9 1 名であり、中間のみ受験者9 名、演

習のみ受験者

3

名であった。

以下の諸君は成績優秀（

1

≥ 8 ）であった。

阿部直、池田宙紀、古賀智裕、小林瑠加、鈴木貴士、谷本祥、

坪田識稔、福富平記、山田耕史（あいうえお順、敬称略）

追試験：希望者があれば、追試験を実施し、実施日は

0

H に掲載する予定P である。

この教科は数学科必修科目なのだから内容を理解することが必要だし、追試がそれを促進するきっかけとな

ることを期待したい。また、物理学科の諸君の大部分は講義から早めにドロップアウトしてしまったが、この

程度で懲りて欲しくない、再度の挑戦を歓迎する（数学で優秀な成績を収めた物理学者は多い）。

この試験は 10 点満点とし、前回一応合格した者もより良い理解を求めて挑戦することを推奨する。成績

は、今回の成績と追試のそれの、より高い点数の方とする。希望者は１名の場合でも実施するが、準備の都合

もあるので

0

1 月0 3 日までに当方まで1 e-mai で連絡すること。l

ここは著者の独断と偏見かもしれない？5

7


